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RESUMO 
A análise de modelos matemáticos em epidemiologia é de 
fundamental importância em questões relacionadas à medidas de 
prevenção e controle de doenças transmissíveis. Neste trabalho 
apresentamos e analisamos modelos matemáticos que incorporam 
fatores heterogêneos da população. Tal heterogeneidade refere-se, 
por exemplo, aos diferentes graus de infecciosidade, de 
suscetibilidade e dos padrões comportamentai.s dos indivíduos. A 
análise dos modelos visa, principalmente, determinar sob quais 
condições uma doença se torna endêmica. Os modelos foram 
classificados de acordo com o tipo de taxa de incidência (taxa com a 
qual novas infecções ocorrem) considerada. Na Parte I os modelos 
propostos assumem taxa de incidência bilinear e na Parte TI a taxa de 
incidência considerada é não-bilinear. 
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Introdução 
Segundo a Associação Internacional de Epidemiologia (IEA), epidemiologia é o estudo dos 
fatores que determinam a frequência e a distribuição das doenças nas coletividades humanas. 
Tais doenças podem ser infecciosas ou crônicas [lJ . 
Hethcote [22] apresenta os seguintes itens como principais objetivos da epidemiologia: 
descrever a distribuição da doença (quem, o que, onde e quando); identificar causas e fatores 
de risco das doenças; construir e testar teorias; planejar e implementar programas de controle 
e prevenção. Nesse sentido, a modelagem matemática em epidemiologia pode desempenhar um 
papel extremamente importante na obtenção de tais objetivos, especialmente dos últimos dois. 
Com o objetivo de contribuir e de colaborar na realização de tais objetivos, ao longo desse 
trabalho voltaremos nossa atenção apenas para as doenças infecciosas. 
Genericamente, as doenças infecciosas podem ser classificadas em duas amplas categorias: 
microparasitas (causadas por vírus e bactérias) e macroparasitas {causadas por vermes). A 
principal diferença entre esses dois tipos de infecção é que nas infecções causadas por micropa-
rasitas as possíveis reinfecções em um indivíduo infectado não desempenham um importante 
papel na dinâmica da. doença, enquanto nas infecções causadas por macroparasitas o número 
de infecções, ou mais precisamente, o número de parasitas presente no hospedeiro deve ser 
considerado [11]. De acordo com Edelstein-Keshet [28] a principal distinção deve-se ao fato 
que os rnicroparasitas reproduzem-se no hospedeiro e são transmitidos diretamente de um hos-
pedeiro para outro. Por outro lado, a maioria dos macroparasitas possue um ciclo de vida mais 
complicado e frequentemente precisam de um hospedeiro secundário ou um vetor. Nos modelos 
propostos nesse trabalho consideramos apenas doenças infecciosas causadas por microparasitas. 
Retomando a questão da utilização da matemática como uma ferramenta útil em epiderni-
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ologia, a introdução dos computadores na década de 60 resultou numa verdadeira revolução 
na pesquisa epidemiológica. A partir daí uma das principais características da Epidemiologia 
moderna (vista como disciplina) é a necessidade de um aprofundamento das bases matemáti-
cas seguramente facilitado pela ampliação do uso de microcomputadores [l j. Com isso, houve 
um aumento considerável na quantidade de modelos matemáticos desenvolvidos em epidemi-
ologia. Tais modelos têm se mostrado amplamente útil não só para descrever a dinâmica de 
doenças transmissíveis como também para prever os resultados face a medidas externas, como 
por exemplo, estratégias de vacinação. Greenhalgh [15], por exemplo, justifica a existência 
de modelos matemáticos para a realização de programas de vacinação para doenças infantis 
bastante comuns. Embora, muitas vezes, modelos matemáticos simplificados não descrevam 
razoalvelmente a situação a ser modelada eles são extremamente úteis no sentido de intuir 
e fundamentar a formulação de modelos mais complexos [18]. Aron [2] diz que os modelos 
mais simples podem ser extremamente úteis quando os interesses são de natureza qualitativa, 
enquanto que devemos considerar modelos mais complexos quando os interesses são quantita-
tivos. Além disso, exemplifica como um modelo bastante simples pode auxiliar na compreensão 
de alguns fenômenos epidemiológicos, auxiliando na elaboração de modelos mais complexos, 
indicando o que devemos ignorar e o que considerar. Assim, o grau de complexidade adequado 
a um modelo matemático depende dos interesses da análise e da investigação. 
Hethcote [22] diz que uma das limitações da modelagem em epidemiologia é que um modelo 
não é a realidade, é uma simplificação extrema da realidade. Compara ainda a utilização de 
modelos estocásticos (fatores pro babilisticos) e determinísticos (equações diferenciais) na epi-
demiologia argumentando que, embora os modelos determinísticos sejam em geral mais simples 
do que os estocásticos, eles não consideram a chance de uma doença se propagar nem fornecem 
intervalos de confiança para os resultados obtidos. 
Algumas questões epidemiológicas importantes, como aquelas relacionadas às condições que 
favorecem a propagação de uma doença ou medidas que impeçam ou apenas controlem tal 
avanço, podem ser melhor compreendidas através da análise de modelos matemáticos. Entre-
tanto, é óbvio que o comportamento qualitativo e quantitativo do modelo matemático consi-
derado depende diretamente das hipóteses, suposições e simplificações feitas em tais modelos. 
Uma questão bastante natural em epidemiologia é a necessidade da estimativa do importante 
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parâmetro epidemiológico chamado valor de reprodutibilidade ba.sal, comumente denotado por 
Ro. Tal valor depende de vários fatores, como duração do estágio infeccioso, probabilidade 
de infecção, número de encontros entre indivíduos suscetíveis e infectados. Desta maneira, 
esse valor pode variar não só para diferentes doenças como também para a mesma doença em 
diferentes populações. A origem conceitual desse parâmetro pode ser encontrada no artigo de 
Dietz [13], que apresenta um histórico sobre o conceito, a nomenclatura e a notação para o valor 
de reprodutibilidade basal. Inicialmente este parâmetro era chamado pelo termo demográfico 
"taxa básica de reprodução", e como Ro é um parâmetro adimensional, o termo taxa não deve 
ser utilizado (em epidemiologia o termo taxa refere-se a quantidades com dimensão 'por unidade 
de tempo'). 
A definição desse parâmetro pode ser dada como o número de casos secundários que um 
indíviduo infectado produz quando ê introduzido numa população inteiramente suscetível. Sua 
importância deve-se ao fato de estar diretamente relacionado com medidas de prevenção e con-
trole de epidemias (dizemos que ocorre uma epidemia quando o número de casos supera a quan-
tidade esperada). Medidas de controle são, por exemplo, programas de vacinação, saneamento 
básico. Já o controle refere-se à eliminação ou erradicação da doença. Os termos eliminação 
e erradicação são comumente utilizados como sinônimos, embora exista uma diferença entre 
eles. Na eliminação da doença a introdução de um novo caso pode gerar alguns casos novos 
mas em seguida a doença desaparece, isto é, retorna-se ao caso de ausência de infecção. Já na 
erradicação, a ausência de infecção resulta de intervenção externa e limitada. Assim, após tal 
intervenção a doença pode retornar frente a introdução de novos casos [13]. 
O valor de reprodutibilidade basa.l depende do tipo de formulação matemática do modelo. 
Numa abordagem estocástica, métodos computacionais podem ser aplicados para obter o valor 
de Ro [38]. Já para uma abordagem determinística podemos obter expressões analiticas para o 
valor de reprodutibilidade basal quando consideramos modelos mais simples. Quando modelos 
determinísticos mais complexos são considerados, o valor de ~ pode ser obtido numericamente 
[16] [4]. Jacquez [26] faz uma comparação entre os valores limiares para modelos deterministicos 
e estocásticos. 
Como Ro refere-se a uma situação relacionada ao início do processo de espalhamento da 
doença, na maioria das vezes não é possível medir seu valor experimentalmente. Dietz [13] 
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apresenta vários exemplos de como estimar o valor do ~ a partir de dados experimentais, 
situações de equilíbrio, taxa de crescimento da epedemia, tamanho final da epidemia. 
De uma maneira geral, para os modelos matemáticos mais simples, podemos afirmar que 
quando Il{J < 1, isto é, um indivíduo infectado não produz nem uma nova infecção, então a 
doença não se estabelece na população. Por outro lado, quando ll{) > 1 (um indivíduo infec-
tado produz mais do que uma nova infecção na população) então pode ocorrer uma epidemia 
(aumento súbito do número de casos seguido de um decréscimo) ou uma endemia (o nivel de 
infectados tende a um valor constante, não ultrapassando o número esperado). 
Contudo, dependendo da estrutura do modelo considerado, estas conclusões podem não ser 
válidas. Por exemplo, para modelos estocásticos o fato de termos Il{J > 1 nos diz que pode 
ocorrer uma epidemia (ou endemia), mas não há garantia que tal situação ocorra [26]. Para 
modelos determinísticos mais complexos, o fato de termos Ro < 1 pode não ser suficiente para 
garantir a extinção da doença. 
Esses modelos deterministicos mais complexos são aqueles que tentam descrever de uma 
maneira um pouco mais realista a dinâmica da transmissão da doença, como aqueles que incor-
poram algum tipo de heterogeneidade. Essa heterogeneidade deve-se ao fato de que, na verdade, 
os indivíduos estão divididos em subgrupos de acordo com determinadas características, como 
idade, atividade social, etc .. De acordo com Sattenspiel [39] podemos citar 5 principais fontes 
que originam heterogeneidade nos modelos matemáticos: suscetibilidade variável, infecciosidade 
variável, estrutura etária, variação do número de contatos e diferentes padrões de distribuição 
dos contatos entre os subgrupos. Como exemplos, podemos citar o artigo de Greenhalgh [15], 
que propõe modelos com estrutura etária, visto que seu objetivo é modelar doenças infantis e 
propor programas de vacinação. Inaba [24}, também apresenta um modelo com estrutura etária 
sendo que o coeficiente de transmissão também varia de acordo com a idade. Diek.mann [10] 
considera modelos com heterogeneidade visando saber quando uma doença invade ou não uma 
população. Essa heterogeneidade refere-se, basicamente, às diferentes distribuições de contatos 
entre as subpopulações. Hethcote [17] apresenta um modelo no qual a população ê dividida 
em n subpopulações de acordo com o número de contatos entre os indivíduos. Sattenspiel [39J 
formula modelos matemáticos considerando dois tipos de fontes de heterogeneidade, número 
de contatos e diferentes padrões de distribuição dos mesmos. Boylan [6] considera a hetero-
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geneidade provocada pela variação da suscetibilidade, argumentando que a causa dessa variação 
pode ser biológica, comportamental ou ambiental. 
Uma outra maneira de incorporar heterogeneidade nos modelos é através da modificação 
da taxa de incidência. A taxa de incidência é a taxa com a qual novas infecções ocorrem na 
população. Quando supomos que o número de encontros é apenas proporcional ao número de 
indivíduos suscetíveis (S) e infectados (I) (como nos exemplos citados acima), descrevemos esta 
taxa através da expressão {381. Quando esta expressão é utilizada nos modelos matemáticos, 
dizemos que a taxa de incidência é bilinear. Entretanto, esta taxa pode ser modificada se 
considerarmos situações um pouco mais realistas, como, por exemplo, saturação do nível de 
indivíduos infectados, necessidade de vários contatos para que efetivamente ocorra a transmissão 
da doença ou ainda, variação sazonal no processo de transmissão. 
Através da modificação da taxa de indidência os modelos podem exibir diferentes resultados 
qualitativos que, por sua vez, podem ser extremamente úteis para explicar fenômenos epidemi-
ológicos. Dietz [12] introduz um termo de interação descrito por {3(1- coswt)SI supondo, por 
exemplo, que no início do ano a taxa de contato é mínima. Esta taxa de incidência pode ser 
bastante razoável quando modelamos, por exemplo, doenças transmissíveis por vetores como 
mosquitos [29]. Capasso [7] argumenta que a taxa de incidência bilinear é razoável quando a 
quantidade de indivíduos infectados é pequena, mas não quando essa quantidade cresce, pois o 
número de encontros entre suscetíveis e infectados não pode continuar crescendo. Ele introduziu 
um termo de interação na forma g(I)S onde a aplicação g(I) é limitada e tende a um nível 
de saturação. Post [37] propõe um modelo considerando heterogeneidade espacial dividindo 
a população em n diferentes grupos. onde a taxa de incidência é descrita por uma função f 
que depende dos contatos entre indivíduos dos düerentes subgrupos. Analisa o modelo para 
incidência bilinear e não bilinear. No artigo de Liu [31] encontramos algumas motivações para 
a utilização de taxas de incidência não bilinear. Ele cita, por exemplo, que taxas não bilineares 
são adequadas para descrever situações onde o vírus vive fora do hospedeiro por um período 
de tempo e que a transmissão ocorre somente quando a concentração de vírus atinge wn nivel 
limiar. Outra situação é quando queremos considerar indivíduos portadores (possuem um baixo 
nível infeccioso), ou seja, aqueles que participam do processo de transmissão sem apresentar 
sintoma algum da doença. O modelo considerado por Liu é do tipo Suscetíveis - Infectados -
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Recuperados ( SI RS) com taxa de incidência dada por kJP Sq onde as potências representam, 
de certo modo, a necessidade de múltiplas exposições para que ocorra a transmissão. Já em 
outro artigo, Liu (32] generaliza os resultados do artigo anterior considerando um modelo que 
inclui os indivíduos expostos (E ), que são aqueles infectados porém não infecciosos. Analisa o 
modelo SEIRS com a mesma taxa de incidência {3PSq. Hethcote [20] argumenta que a taxa 
bilinear é coerente com a suposição da lei de ação das massas mas diante de altas densidades 
de indivíduos infectados devem ser incorporados ao modelo fenômenos de saturação. Em seu 
outro artigo [19], ele analisa um modelo do tipo SIR com taxa de incidência {3PS incluindo 
retardo na classe dos indivíduos recuperados. Em [21) ele propõe um modelo no qual a taxa 
considerada é dada por {3g(I)S com g(i ) = 1! 1q considerando o efeito de saturação e a neces-
sidade de múltiplas exposições para ocorrência da transmissão. Ele diz também que, no geral, 
incidências não bilineares do tipo {3g(I)S não levam a maiores mudanças no comportamento 
dinâmico quando comparados com a forma {3JPS. Mena-Lorca [35] analisa um modelo SIRS 
com taxa de incidência J!~ para descrever o efeito de saturação. Em 1995, Li (30] retorna 
ao modelo proposto por Liu [32] para mostrar alguns resultados como estabilidade global do 
equilíbrio endêmico para valores específicos dos parâmetros. 
Nosso objetivo é estudar o comportamento qualitativo de modelos matemáticos epidemi-
ológicos visando obter condições necessárias e suficientes para garantir a extinção ou erradicação 
da infecção. Os modelos matemáticos propostos são modelos determinísticos e visando consi-
derar situações um pouco mais realistas do que aquelas consideradas pelos modelos clássicos, 
algum tipo de heterogeneidade populacional será incorporada aos modelos. 
Deste modo, de acordo com a estrutura básica dos modelos apresentados, organizamos o 
trabalho em duas partes. A Parte I é constituída pelos capítulos 1, 2 e 3, e a Parte li constitui-se 
dos capítulos 4, 5 e 6. 
A distinção essencial entre os modelos da Parte I e Parte 11 está na taxa de incidência 
considerada. 
A suposição básica para os modelos apresentados na Parte 1 é que a população distribui-
se homogeneamente, no sentido que todos os indivíduos suscetíveis tem a mesma chance de 
encontrar um indivíduo infectado. Além disso1 assumimos que a quantidade de encontros é 
proporcional ao número de indivíduos (ou seja, assumimos que vale o princípio da lei de ação 
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das massas). Dessa maneira, é razoável supor que a taxa de incidência seja bilinear, ou, em 
outras palavras, consideramos que o número de novas infecções cresce com o aumento do número 
de indivíduos suscetíveis e infectados. 
No Capítulo 1 consideramos um modelo do tipo SEIRS, tomando taxa de incidência bilinear 
e considerando diferentes respostas imunológicas. Isto é feito subdividind~se o grupo dos 
indivíduos infecciosos em k diferentes classes, de acordo com os aspectos genéticos, nutricionais e 
sociais que interferem na resposta imunológica. Dessa forma, incorporamos ao modelo aspectos 
heterogêneos da população sem alterar a homogeneidade espacial, no sentido de supor que 
os encontros entre os indivíduos sadios e infecciosos obedece à lei de ação das massas. Os 
indivíduos expostos são aqueles infectados porém não infecciosos (não participam do processo 
de transmissão da doença). 
Já no Capítulo 2 a heterogeneidade incorporada ao modelo está relacionada com as diferentes 
fases pelas quais passa um indivíduo infectado. Cada uma dessas fases difere pela capacidade 
infectiva do indivíduo. Novamente a estrutura do modelo proposto ê SEIRS com k diferentes 
estágios para os indivíduos infecciosos. Como a homogeneidade espacial permanece, a taxa de 
incidência considerada é a bilinear. 
Assim, nos Capítulos 1 e 2, a partir da análise de estabilidade do ponto de equilíbrio trivial 
do modelo obtemos expressões analíticas para o valor de reprodutibilidade basal ~ e, como em 
ambos os modelos a taxa de incidência é a bilinear, o fato de assegurar que~ < 1 garante a 
extinção da doença. 
Nos dois capítulos iniciais estudamos ainda, a influência do número de diferentes classes in-
fecciosas no valor de reprodutibilidade basaL Em outras palavras, analisamos como um acréscimo 
no número de classes provoca (ou não) um aumento no valor de~. 
O Capítulo 3 é dedicado às aplicações das fórmulas obtidas nos Capítulos 1 e 2. Essas 
fórmulas são aplicadas para os modelos clássicos SIRS e SEIRS. Além disso, a partir de 
certas adequações dos parâmetros, taxas e interpretações podemos aplicar a fórmula geral para 
modelos desenvolvidos especificamente para AIDS, Hanseníase e Thberculose. 
Na Parte li, a suposição básica para os modelos propostos, ainda visando considerar ca-
racterísticas mais realistas, a heterogeneidade populacional é incorporada ao modelo através 
da modificação da taxa de incidência. Em outras palavras, consideramos que o número de 
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novas infecções não é mais simplesmente proporcional ao número de encontros entre indivíduos 
suscetíveis e infectados, mas pode depender, por exemplo, da quantidade de indivíduos em 
cada estágio em cada instante das características ambientais que favoreçam ou desfavoreçam o 
avanço da doença, ou ainda da barreira imunológica causada pelos indivíduos imunes. 
No Capítulo 4 apresentamos um modelo do tipo (SI R) considerando que a taxa de incidência 
é uma função que depende genericamente do número de infectados. Para esse modelo genérico, 
o valor de reprodu.tibilidade basal não desempenha o mesmo papel descrito nos modelos com 
taxas de incidência bilinear. A função considerada é genérica mas permite que alguns resultados 
sejam obtidos a partir de algumas hipóteses básicas, como por exemplo, a não negatividade da 
função. 
No Capítulo 5 uma função específica é escolhida para representar a taxa de incidência não 
bilinear. Tal função obedece às hipóteses do Capítulo 4 e, portanto, os resultados genéricos po-
dem agora ser aplicados e interpretados. Alguns resultados, como por exemplo, estabilidade de 
pontos de equilíbrios e possibilidade de bifurcação são obtidos através de simulações numéricas. 
O modelo proposto no Capítulo 6 considera uma taxa de incidência bastante genérica, 
que depende do número de indivíduos suscetíveis, infectados e recuperados em cada instante. 
Além disso os parâmetros envolvidos são interpretados como, por exemplo, barreiras naturais, 
fatores de risco e imunidade coletiva. Embora a função seja bastante genérica, alguns resultados 
analíticos são obtidos permitindo uma melhor compreensão e interpretação dos parâmetros 
envolvidos.Novamente alguns resultados obtidos são numéricos e confirmados pelas simulações 
numéricas. 
Para os modelos apresentados na Parte II, o fato de termos ~ < 1 ou ~ > 1 não garantem 
isoladamente a extinção ou propagação da doença. O comportamento qualitativo depende 
fortemente dos demais parâmetros envolvidos e é possível, em alguns casos, termos até quatro 
pontos de equilíbrio não triviais distintos. 
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PARTE I 
TAXA DE INCIDÊNCIA 
BILINEAR 
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CAPÍTULO 1 
Modelagem de Infecções 
Transnlltidas Diretamente 
Considerando a Resposta 
llllunológica do Hospedeiro 
1.1 Introdução 
Genericamente, a transmissão de infecções causadas por microparasitas transmitidas direta-
mente depende de vários fatores. Um desses fatores está relacionado com o ambiente onde os 
vírus circulam. Entretanto, a quantidade de vírus circulante no ambiente depende da quanti-
dade de vírus que um indivíduo infectado elimina para o ambiente e também por quanto tempo 
isso ocorre. Se os vírus eliminados pelos indivíduos infectados encontram condições ambientais 
e demográficas favoráveis então o número de novos casos pode exceder o esperado e ocorrer 
uma epidemia e espera-se que isso seja, de alguma forma, detectado pelo modelo matemático 
utilizado. 
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Nesse sentido, a estimativa do valor de reprodutibilidade basal em modelos epidemiológicos 
ê muito importante devido a questões relacionadas ao controle e prevenção de epidemias. Por 
outro lado, é óbvio que o valor deste parâmetro fundamental depende do modelo matemático 
considerado, estando diretamente relacionado com as suposições básicas nas quais o modelo 
baseia-se. Nesse sentido, se alguns dos fatores acima citados são incorporados ao modelo isso 
deve ser refietido no valor de reprodutibilidade basaL 
Após uma infecção por vírus, o sistema imunológico do indivíduo é estimulado a produzir 
uma resposta apropriada para eliminar o micro organismo invasor. Contudo, esta resposta 
difere de individuo para individuo. Dependendo, por exemplo, da constituição genética e do 
estado nutricional do individuo infectado, não só a duração do período infeccioso bem como a 
eficácia da resposta imunológica podem variar amplamente. Essa variação afeta diretamente 
a quantidade de vírus circulante e, consequentemente, a possibilidade de ocorrer ou não uma 
epidemia. 
Neste capítulo consideramos um modelo do tipo SEIRS com k classes (ou estados) de 
infecciosos e, com taxa de incidência bilinear que contempla esse tipo de heterogeneidade. 
Nosso principal objetivo é obter uma expressão analítica para o valor de reprodutibilidade basal 
a partir da análise de estabilidade do ponto de equilíbrio trivial do sistema proposto (Seção 3). 
Na Seção 4, analisamos um caso particular obtido a partir do modeJo genérico, considerando 
que todos os estados infecciosos apresentam a mesma duração. 
1.2 O Modelo 
Quando um indivíduo suscetível tem seu primeiro contato com um vírus, um fenômeno biológico 
bem conhecido é que este indivíduo desenvolve uma resposta imunológica após um período de 
tempo. Este período infeccioso é caracterizado por um inicial crescimento da quantidade de 
vírus e invasão do órgão alvo, seguido por um decrescimento devido aos anticorpos produzi-
dos pelo sistema imunológico. Contudo, aspectos genéticos, nutricionais e sociais do individuo 
infectado podem afetar o período infeccioso. Dessa maneira podemos classificar os indivíduos 
infectados em k diferentes estados infecciosos. Cada um desses estados é caracterizado pela du-
ração do período infeccioso e, principalmente, pela maneira como o organismo reage à invasão 
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do vírus (capacidade do sistema imunológico). Consequentemente, cada individuo infectado 
ingressa numa "classe infecciosa" específica, determinada pela sua capacidade de defesa ( ca-
pacidade do organismo em destruir o vírus). Em outras palavras, não consideramos aqui a 
quantidade total de vírus eliminado para o ambiente (isso caracterizaria a heterogeneidade na 
capacidade infectiva, que será abordada no próximo capítulo), mas como se dá a interação entre 
o sistema imunológico e o vfrus. 
Aplicando a lei de ação das massas clássica numa comunidade homogeneamente distribuida, 
desenvolvemos um modelo considerando a. heterogeneidade da resposta imunológica. Isto é 
obtido dividindo-se o total de indivfduos latentes em k diferentes estados de infecciosos, classificando-
os de acordo com a capacidade do sistema imunológico em destruir os vírus. 
O esquema compartimental é representado pela Figura 1 abaixo: 
Figura 1: esquema compartimental do modelo (1.1). 
Portanto, o modelo com incidência bilinear, considerando o fenômeno acima e descrevendo 
uma doença diretamente transmissível em termos dos indivíduos em cada classe é descrito pelas 
equações 
k 
S - p, +é R- (38 'E e31; - p,S 
i=l 
k 
E - {38 L, e;I3 - (J.l + u) E 
j=l 
i; - p;uE- (J.L+'Y;) I; i paraj= 1, ... ,k 
k 
R L, 1;1;- (tt+ 6) R 
j=l 
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(1.1) 
onde S +E+ L:J=l Ij +R= 1, e estes são, respectivamente, as frações de indivíduos suscetíveis, 
expostos, infecciosos na J-ésima classe (num total de k) e recuperados. As constantes /3, 1'7- 1, 
p. e 6 , são, respectivamente, a taxa de contato ( = {3' N , onde /3' é a taxa de contato por pessoa 
e N é a população total) , perfodo médio de incubação, taxa de mortalidade natural e de perda 
de imunidade. Os parâmetros -yj1e êj são, respectivamente o período infeccioso e a efetividade 
de transmissão no j - ésimo estágio. O parâmetro Pi representa a proporção de indivíduos 
expostos que vai para o j - ésimo estágio infeccioso. Claramente, temos E;=l Pi = 1. 
Nosso objetivo é estabelecer uma fórmula geral para o valor de reprodutibilidade basal a 
partir da análise de estabilidade dos pontos de equilíbrio do sistema (1.1 ). 
1.2.1 Pontos de equilíbrio 
Os pontos de equihôrio do sistema, isto é, os pontos que satisfazem S = O, E = O, j3 -
O, R = O são apenas dois. O ponto de equilíbrio tri~ dado por Po = (1,0, ... , 0), 
correspondente à ausência de doença na população, e o ponto de equilíbrio não trivial, p• = 
(S\E.,Ii , . .. ,I;,R*), que corresponde a um nível endêmico na população. As coordenadas 
deste ponto não trivial são dadas por: 
S* - ....L Ro 
E* = [~] [ .... ~ ... ( . ..'.,:+ ,,...,;,~.+•J l] 
(1.2) 
r ) 
R* = 
onde ~ é definido por 
(1.3) 
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Observe que P* é biologicamente viável, ou seja, todas as suas coordenadas são positivas, se 
Ro > 1, e~ não depende da taxa de perda de imunidade ó. 
O primeiro termo de Ro, uf(p.+u) , é a probabilidade que um indivíduo infectado sobreviva 
ao período latente e entre em um dos k diferentes estágios infecciosos, dependendo de seu 
sistema imunológico. O termo 1/(p.+ lj) é a duração esperada no j- ésimo estágio, e (3ei é a 
taxa com a qual casos secundários são originados durante o j - ésimo estágio. Finalmente, p1 
é a contribuição do j - ésimo estágio. 
O comportamento qualitativo do sistema é analisado através da estabilidade dos pontos 
de equilíbrio. Para modelos mais simples, sabemos que tal comportamento é determinado 
pelo valor de reprodutt.bilidade basa~ e assim quando Ro < 1 o ponto de equilíbrio trivial é 
estável; caso contrário o ponto não trivial P* é estável. Neste sentido, nosso principal objetivo 
é estabelecer uma fórmula geral para o valor de reprodutzbilidade basal através da análise de 
estabilidade do ponto de equilíbrio trivial. Em outras palavras, a obtenção da condição de 
estabilidade do ponto de equilíbrio trivial nos fornece, como ocorre para os modelos mais simples, 
a condição para que o valor de reproduttbilidade basal não exceda a unidade, isto é, para que 
tenhamos ~ < 1. 
1.3 O Valor de Reprodutibilidade Basal 
A análise de estabilidade dos pontos de equilíbrio é feita a partir da matriz jacobiana do sistema 
(1.1) dada por 
k 
-((3 L, êjlj + J.L) 
Jmxm = 
j=l 
k 
(3 L, êjlj 
j=l 
o 
o 
o 
o 
-(J.L + u) 
P1U 
P20' 
o 
-f3etS -f3e2S -f3e~tS 8 
f3etS f3e2S f3ekS o 
- (p. + 11) o o o 
o 
-(p. + 'Y2) o o 
o o -(p. + lk) o 
'h 'Yk - (J.l + b) 
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com m = k + 3, que corresponde à quantidade de variáveis do sistema. 
Obviamente para analisar a estabilidade do ponto trivial, esta matriz será calculada em Po. 
Como o ponto trivial possui coordenadas nulas, isto simplifica consideravelmente as expressões 
envolvidas na análise de estabilidade. Além disso, como é a partir dessa análise que obteremos 
a expressão genérica para o val{)r de reprodv.tibilidade basa~ a próxima seção será dedicada ao 
ponto de equilíbrio trivial. 
1.3.1 Ponto de equilíbrio trivial 
Sabemos que um ponto de equilíbrio é estável se, e somente se, todos os autovalores da matriz 
jacobiana possuem parte real negativa. O cálculo da matriz jacobiana acima no ponto Po resulta 
em 
-p. o 
-fiel -fi€2 -fiEk 6 
o -(p. + u) fiEl {3e2 fiEk o 
o PtU -(p. + 'Yl) o o o 
o P20' o -(p. + r2) o o 
Jpo = (1.4) 
o PkO' o o - (p. + "Yk) o 
o o 'Yt l2 rk -(p.+ 6) 
cujos autovalores são .X1 = -p. e .X2 = -(p. + 6), além dos autovalores da matriz 
-(J.t + u) fie1 fie2 fiek-1 /3Ek 
Pl.O' -(J.t + ''Yl) o o o 
P20' o -(p. + 'Y2) o o 
Anxn = (1.5) 
Pk-lu o o -(p. + rk-1) o 
PkU o o o - (p. + 'Yk) 
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com n= k + 1. 
Os ( k + 1) autovalores da submatriz A correspondem as raízes do polinômio característico 
P(>.) =O que, por sua vez ê obtido através do cálculo de 
det(>.J- A) = O. 
O polinômio pode ser escrito 
(1.6) 
Nosso objetivo é mostrar que mesmo sem conhecer todas as raízes da equação P(>.) =O (o 
que seria impraticável) , podemos garantir que elas possuem ou não parte real negativa, através 
da análise do termo independente lln do polinômio P(>.). Para esse modelo em particular, 
mostramos que todos os autovalores são reais. 
A seguir enunciamos o teorema que dá a condição de estabilidade de Po e sua demonstração 
utilizará os lemas apresentados na sequência. 
Teorema 1: O ponto de equ.íl{brio trivial Po do sistema {1.1} é localmente assmtoticamente 
estável (LAE) se o termo independente lln do poltnômio caracterlstico correspondente 
(1.6} é estritamente positivo e é instável se an é estritamente negativo. 
A demonstração usará os resultados a seguir. 
Lema 1: O termo independente an do poltnômio caracteristico (1.6} pode ser reescrito como 
k k k 
(tt +<i) n (tt + fj) - f3u E P;E; n (J.L + 'Yi) ' 
j=l i=l i=l,i#-j 
(1.7) 
onde n = k + 1. 
Demonstração: Do fato que o polinômio (1.6) vem do cálculo de det (>J- A) = O, 
temos que o termo independente é dado por o.n = ( -1 Y' det A. Observe que se n é par 
então an = det A, caso contrário an = - det A. Entretanto, o sinal resultante não é 
alterado visto que P (>.) =O<===? -P (>.) =O. 
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Lema 2: Todos os autovalores da matriz A são reais. 
Demonstração: Pela expressão do polinômio caracterísitco (1.6) podemos observar que 
encontrar as raizes do polinômio P (..\)=O equivale a determinar os zeros da função 
k 
f (..\ )= (J.t.+o-+..\) -q,B L ( Pjêj ..\)I 
j=l J.L + "'j + 
pois À = -(p. +"ti), para j = 1, ... , k, não é autovalor. Basta notar que no polinômio 
(1.6) temos, P (- (tt+'Yi)) #O, para j = 1, ... , k . 
Supondo que>.= a+bi é um autovalor, isto é, f(a +bi) =O e substituindo na expressão 
acima obtemos 
Como o lado ctireito é sempre positivo e o lado esquerdo é sempre negativo, esta igual-
dade só é possfvel quando b = O. Por outro lado, b = O implica que qualquer autovalor >. é 
necessariamente um número real. 
Agora provaremos o Teorema 1 
Prova do Teorema 1: Inicialmente observamos que de (1.3) e do Lema 1, temos que a,.. > O 
se, e somente se, f4:J < 1. 
Seja a,.. > O e suponhamos. por absurdo, que existe um autovalor À > O, então >. deve 
satisfazer 
Pelo fato que À > O, temos 
k 
Por outro lado, de (1.3) temos (J.L + u) < o-,6 ~ (:?t;., se, e somente se, ~ > L Isto é 
J=l ' 
uma contradição, pois a,.. > O <:::=> Ro < 1. 
Reciprocamente, seja..\< O (Po é LAE) e suponhamos que Cln <O. Ora, a,.. < O equivale 
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Desta forma para o polinômio característico (1.6) temos que 
P(O) <O 
e 
P(>.) __. +oo quando >.-+ +oo. 
Portanto, pela continuidade de P(>.) e pelo fato de todas as raízes serem reais, existe pelo 
menos um >. >O para o qual P(>.) =O. Ou seja, se an <O então existe pelo menos um 
autovalor positivo, o que é uma contradição, visto que Po é LAE. 
Portanto, o ponto de equilíbrio trivial é localmente assistoticamente estável se o.n > O {:=::} 
Ro < 1, e é instável se o.n <O{:===> Ro > 1. 
A expressão para Ro dada na equação (1.3) foi obtida inicialmente como caracterização 
da viabilidade biológica do ponto de equilíbrio não trivial P*. Pelo Teorema 1 poderíamos ter 
obtido a mesma expressão genérica de Ro através do termo independente an com a consideração 
an > O <==>- Ro < 1. 
O teorema abaixo apresenta uma condição suficiente para que o ponto de equilibrío trivial 
seja globalmente assint oticamente estável {GAE). 
Teorema 2: Se Í < Ro < 1 então o ponto de equilibrio trivial é globalmente assintoticamente 
estd.vel. 
A demonstração deste teorema utilizará os seguintes lemas: 
Lema 3: Seja A= (~;)E fr"Xn com~; ~O para. i =f. j, e u(A) o conjunto de autovalores 
de A. Se j=máx {Re(>.),>. E u(A)} , então .X E u(A). Além disso, existe um vetor não 
nulo ~ E Rf. tal que ~ =À ~. 
Demonstração: (ver [34], página 403). 
Uma matriz que obedece as condições do Lema 3 é dita quase monótona (ver [34]). 
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Notemos que o Lema 3 possui um resultado bastante importante, visto que garante que o 
maior autovalor da matriz A dada por (1.5) é real e que o autovetor associado ao mesmo é real 
não negativo (note que no nosso caso já havíamos garantido que todos os autovalores são reais). 
Lema 4: (Teorema de Lajmanovicb & Yorke, [27]): Considere o sistema 
dy 
dt = Ay + N(y), (1.8) 
onde A é uma matriz nxn e N(y) é continuamente difere'llC1,ável em D C .R;l. Suponha 
que: 
~J o conjunto compacto convexo C c D é positivamente invariante com relação ao sts-
tema (1 .8) e O E C; 
n) lim ~ =0; 
31-+0 . lh/11 
iii) enste r > O e um autovetor real w de AT tal que w .y ~r IIYII para todo y E C; 
iv) (w.N(y)) 5O para todo y E C; 
v) y = O é o maior conjunto positwamente invanante paro o sistema ( 1. 8) contido em 
H= {y E C: (w.N(y)) =O}. Então ou y =O é globalmente assintoticamente et~tável 
em C, ou para qualquer yo E C- {O} a solução lj>(t,yo) do sistema (1.8} satisfaz 
lim inf II<P(t, Yo)ll ~ M onde l\tf > O, independentemente de yoo Além disso, existe 
t-+oo 
uma solução constante de (1.8), y = k, k E C- {0}0 
Demonstração: ver [27], pgo 231. 
Demonstração do Teorema 2: No sistema (1.1) temos que S +E+ I1 + o o o+ Ik + R = 1 
e portanto o modelo pode ser escrito na forma 
dy 
dt = By + G(y), (1.9) 
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onde y = (E,lt, ... , h .R? e B é a matriz jacobiana do sistema (2.9) dada por 
-(J.L+<r) {3e1 
PJ.<T - (JL + '1'1) 
B= 
Pk<T o -(JL + 'Yk) o 
o 'h lk -(J.L + 8) 
e G(y) é a parte não linear do sistema, G(y) = (-(E+ 11 + ... + Ik + R)/3 L: e1I3 , O .... , o)T. 
A matriz BT é quase monótona e, portanto, existe um autovetor não nulo w• = (w1 , ... , wk~2) 
de coordenadas não negativas associado a um autovalor real.>. (ver Lema 3). 
Pelo fato do ponto trivial ser localmente assintoticamente estável, devemos ter .>.<O. 
Neste caso, w~ > O para todo i = 1, ... , k + 2. De fato. do cálculo de BT w• =). w .. obtemos 
as seguintes inequações: 
< O para i = 2 .. .. , k + 1 
:5 o 
Supondo inicialmente que w1 = O concluímos que w· = O, o que é absurdo. 
Assumindo, portanto, w 1 > O, e supondo que possa existir algum w, = O (para i = 2, ... , k+ 1) 
satisfazendo {3e,_lw1 + 1i-tWk+2 5 O, o que seria possível apenas quando wk+2 < O, que é uma 
contradição. Portanto, se w1 > O devemos, necessariamente, ter Wi > O para i = 2, ... , k + 1. 
Finalmente, supondo wk+2 = O e substituindo nas desigualdades acima, chegamos a seguinte 
. - tap ~ <~ P+-r, E tr tan ~.b.!..L 1 . 1 k mequaçao p+o- L. p1w;+1 _L. c w1+t· n e to, se ,..+u P+-r > para J = , ... , , a 
J=l j=l J J 
inequação acima é impossível e desta forma teremos wk+2 > O. Da hipótese Ro > Í, asseguramos 
que k~~ P_t: > 1 para j = 1, ... , k e, portanto, Wk+2 > O. 
jJ..-v /.l' IJ 
Portanto, o vetor w• é estritamente positivo. 
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A função dada por V(y) = w* · y é positiva definida e satisfaz V(y) <O. Com essa escolha, 
as hipóteses do Lema 4 (Teorema 4.2 de Lajmanovich & Yorke, [27]) são satisfeitas e portanto 
o ponto de equilíbrio trivial é globalmente assintoticamente estável. 
1.4 Sobre a Estabilidade de P* 
Com relação ao ponto de equilíbrio não trivial, pelo fato de suas coordenadas serem não nulas, 
os cálculos não são simples. Entretanto, podemos afirmar que Ro > 1 é uma condição necessária 
para que o mesmo seja estável (além de ser a própria condição de viabilidade, Ro > 1 garante 
que o ponto trivial é instável). Porém, isto não é suficiente para garantir sua estabilidade, pois 
de uma maneira geral, o sistema poderia apresentar outros tipos de comportamentos qualita-
tivos. Por exemplo, soluções periódicas estáveis e então, a solução tenderia a um ciclo limite. 
Podemos afirmar também que a solução não "explode", pois a condição S +E+ I: I; +R = 1 
assegura que as trajetórias são limitadas. Entretanto, essas conclusões não são suficientes para 
garantir que as soluções tendem ao ponto de equilíbrio não trivial, pois em dimensões n > 2 as 
soluções poderiam "vagar" sem se aproximar assintoticamente do equilíbrio não trivial. Con-
tudo, para o modelo clássico SEIRS temos que o ponto de equilíbrio não trivial é localmente 
assintoticamente estável (Liu [32], Tabela 2, p.364) e o sistema não apresenta soluções p~ 
riódicas [23]. Baseados nesses resultados, apresentamos a seguinte conjectura: "Se o sistema 
{1.1} não apresentar soluções periódicas, vale o seguinte reS'Ultado: Quando Ro > 1 existe um 
único ponto de equil(brio não trivial P* que é localmente assintoticamente estável e, portanto, 
ocorrerá uma endemia na população. cujos níveis populacionais de cada classe são dados pelas 
coordenadas do ponto P*, dados por (1.2} ". 
O Lema a seguir fornece um outro critério para determinação de estabilidade local de pontos 
de equilíbrio. 
Lema 5: Se A = ( ll.ij) E Mnxn e existem números positivos tb .. . , tn tais que 
n L: lll.ii I t; < -t, Re( ll.it), 
if<j 
para i = 1, ... , n, 
então A é estável. Ou seja, todos os autovalores de A tem parte real negativa. 
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Demonstração: ver Marcus [33] 
Com o objetivo de exemplificar a utilização do Lema acima) simplificaremos o modelo apre-
sentado considerando-se o mesmo período infeccioso para todas as classes de indivíduos infec-
tados. A partir dessa suposição, estamos desconsiderando as influências da duração do período 
infeccioso e diferenciando cada estágio pela heterogeneidade da resposta imunológica, isto é, 
pela diferente capacidade individual de destruição dos vírus. 
Fazendo "Yi = 1 no sistema {l.lL então os autovalores da matriz Jp0 são 
mais as raizes da equação característica relacionada à matriz A, 
k 
P(.X) = (JL+ "Y + .X)k-1 [- (JL+ "f+ .X)(p.+ u +.X)+ u/3 L P;t:j] ' (1.10) 
]=1 
que são 
Ài -(J.L + 1) ; com multiplicidade k -1 , 
e as raizes de 
onde 
Portanto, o ponto de equilíbrio trivial Po do sistema (1.1) é assintoticamente estável se, e 
somente se, o termo independente ~ é positivo. Isto conduz à fórmula para o valor de repro-
dutibilidade basal dado por 
(1.11) 
que é uma adaptação da expressão geral (1.3). A positividade do termo independente <12 garante 
que as bem estabelecidas condições de estabilidade de Routh-Hurwitz são satisfeitas. 
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Para o ponto de equilíbrio não trivial P* = ( S* ,E* ,1; ,R•), temos as seguintes expressões 
s· = 1 
~ 
E* _ [~ -1] [ JL(JL + -y)(JL + 6) ] 
~ (JL + 'Y)(J.L + ó)(JL + u) - 60"")' 
l! _ [~ - 1] [ JL(,u+-y)(fb+Ó) ] P;O" ·for ·-1 k 
J Ro (,u+-y)(,u +ó)(fb+O") -6o--y (J.L+"Y)' J- ' ... , 
R• = [~ - 1] [ ,u(,u + "Y)(,u + 6) ] '/'O" 
~ (ft + "Y)(p + 8)(JL + cr)- ÓCT")' (J.L + 8)(,u + 'Y) · 
Este ponto existe e é único se, e somente se, Ro > 1. Devemos mostrar que todos os autovalores 
da. matriz Jacobiana. J* calculada em P* = ( S* ,E\Ij ,R") tem parte real negativa. Isto é 
equivalente a mostrar que os autovalores de (J«)T tem parte real negativa. Esta matriz é dada 
por: 
k k 
fluE• l:t:;p, {Ja E• L: E:,p, 
-~-L- i=l 'l=l o o fJ p.+'f p.+y 
o -(JL + cr) P1cr Pkcr o 
-{3e1 {3e1 -(~-L+-r) o (J*f = Ro ~ I 
-/36k (3gk o -(J.L + 'Y) ~ Ro ')' 
8 o o o -(JL + 8) 
Pelo Lema 5, devemos determinar constantes positivas t 1 , o o o, tn (onde n = k + 3) que 
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satisfaçam as seguintes desigualdades: 
n 
E l~;lti 
i'# 
n-1 
E lu.n;l ti = êt1 
j=l 
< (J.L + -y)ti, para i = 3, ... , n- 1 
< (J.L+ ê)tn. 
Desta forma, se tais constantes existirem, então a condição Ro > 1 é necessária e suficiente 
para que o ponto de equilíbrio não trivial seja LAE. 
Notemos que neste modelo consideramos uma importante característica da transmissibi-
lidade do vírus: a resposta imunológica heterogênea induzida pelo micro organismo invasor. 
Embora a resposta imunológica dependa fortemente da constituição genética e estado nutri-
cional do indivíduo, a heterogeneidade não tem sido frequentemente considerada na modelagem 
matemática. 
Assumindo heterogeneidade na resposta imunológica face à invasão do vírus, determinamos 
a fórmula para o valor de reprodutibilidade basal consjderando k classes com diferentes respostas 
imunológicas. Como veremos no Capítulo 2, pelo fato do modelo ter sido desenvolvido supondo-
se taxa de incidência bilinear, uma análise apropriada do termo independente do polinômio 
característico é suficiente para verificar as condições locais de estabilidade do ponto de equilíbrio 
trivial. 
Considerando-se o modelo clássico SEIRS, o valor de reprodutibilidade basal pode ser 
obtido da fórmula (1.3) fazendo k = 1, resultando em 
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onde usamos 'Y1 = 1, Pt = 1 e q = 1. 
Além disso, observemos que a fórmula geral (1.3) é a soma de k diferentes respostas 
imunológicas que os indivíduos infecciosos de uma comunidade podem desenvolver. Contudo, 
esta fórmula depende do produto PJêj do j -ésimo estágio. Uma vez que não temos qualquer in-
formação sobre a fração (Pj) de indivíduos que entram em cada estágio infeccioso, não podemos 
concluir nada sobre a ação seletiva da resposta imunológica do hospedeiro na transmissibilidade 
do vírus (eJ)-
1.5 Influência da Quantidade de Estágios Infecciosos no Valor 
de Reprodutibilidade Basal 
Nesta seção nosso objetivo é analisar como o valor de k (quantidade de estágios infecciosos) 
altera o valor de reprodutibilidade basal. O interesse em fazer tal análise deve-se ao fato de 
considerarmos que, na prática, o ·valor de Ro não pode ser ilimitado, pois no máximo teríamos 
um indivíduo em cada estágio e isso não deve tornar o valor de Ro ilimitado. Para fazer 
tal análise, consideremos o modelo (1.1) com períodos infecciosos iguais e suponhamos que a 
quantidade de estágios infecciosos k do modelo aumente através da subdivisão de urna classe 
infecciosa. Ou seja, 
I 1· - F+F' e } } ) 
PJ = pj + p'j 
sendo que as demais classes permanecem inalteradas. Assim, o número de estágios infecciosos 
passa de k para k + 1. O valor de reprodutibilidade basal, Ro , dado por (1.11) pode ser escrito 
como 
= 
e 
,mk+l) = (I.~+Y)ftL+o-) [pjej + p'jE'J+ . t . PiEi] 
l=l,l;t} 
e teremos ,mk+l) 2 ~ se, e somente se, pjej + p'je'j 2 PJEJ ou ainda pjej + p'jej - PJêJ 2 O. 
A subdivisão da classe j não deve alterar a capacidade de infecção desta classe, isto é, 
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devemos ter 
e assim 
{3"n ·e.J· _ a [..-l.f!..F +..,.~,e'.~ r] 1'1 1 ' IJ I'] 1 1 1':; ' 1 
( I I 11 11 ]f p3 ei+p1 e3 - p3 e1 1 
IJ 
p' e'. [I' +I"] +p'! e" [r~+ I~']-p e I · 11_J i_ 1i_1 L 111 
- r, 
p'.e'.I' +p11e11 I''+p' e1. I 11+p'!e11 11 - p e .J. 111 ,,, 111 Jli 1 1 1 
l i 
> o. 
{1.12) 
Portanto, a subdivisão de uma classe infecciosa I; provoca um acréscimo no valor de repro-
dutibilidade basal, Ro. 
Se subdividirmos a classe lj em n classes, o resultado continua válido. 
Observação: A importância deste resultado está no fato que nos modelos simplistas clás-
sicos SEIRS, o valor de reprodutibüidade basal está sendo subestimado, o que pode acarretar 
uma politica de vacinação ineficiente. 
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CAPÍTULO 2 
Modelagem de Infecções 
Transmitidas Diretamente 
Considerando a Quantidade de Vírus 
2.1 Introdução 
Neste capítulo consideramos novamente um modelo do tipo SEIRS com taxa de incidência 
bilinear e k estágios infecciosos com o objetivo de obter uma expressão analitica para o valor 
de reprodutibilidade basal, Ro. No modelo proposto (Seção 2.2) , consideramos a heterogenei-
dade da infecciosidad.e dos indivíduos. Como já mencionamos anteriormente, este parâmetro 
epidemiológico fundamental Ro depende diretamente das suposições do modelo matemático de-
senvolvido. Novamente a expressão analítica para R{) é obtida a partir da análise de estabilidade 
local do ponto de equilíbrio trivial do modelo. Por outro lado, a análise de estabilidade local do 
ponto de equilfbrio não trivial nos fornece elementos para conjecturar sobre o comportamento 
global do sistema (Seção 2.3). Finalmente, na Seção 2.4, analisamos a influência da quantidade 
de estágios infecciosos no valor de reprodutibilidade basal. 
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2.2 O Modelo 
Quando um indivíduo suscetível tem o primeiro contato com o vírus, esse indivíduo desenvolve 
uma resposta imunológica após um período de tempo. Esse período infectivo é caracterizado por 
um crescimento inicial do vírus seguido por um decrescimento devido aos anticorpos produzidos 
pelo sistema imunológico estimulado. Portanto, durante este periodo, a concentração de vírus 
circulante nos indivíduos infecciosos varia. 
Aplicando a clássica lei de ação das massas numa população homogeneamente distribuída, 
desenvolvemos um modelo considerando os múltiplos estágios de infecciosidade. Este modelo 
é obtido pela divisão do período infeccioso total em k estágios de acordo com a evolução dos 
mecanismos do sistema imunológico. Neste caso temos a representação compartimental dada 
na Figura 1: 
8 
Figura 1: esquema compartimental do modelo (2.1). 
Assim, a descrição da dinâmica de uma infecção transmitida diretamente assumindo taxa 
de incidência bilinear considerando o fenômeno descrito acima pode ser feita em termos das 
frações de indivíduos em cada classe, através das seguintes equações: 
k 
s = /-L+ óR - {38 L êilí - J.LS 
i= I. 
E 
k 
= {38 E êili- (J.L +a) E 
i=1 
jl = a E- (f.L + r 1 ) /1 (2.1) 
ji 
- 'Yí-lli-1- (f.L + rd l i ; para í = 2, ... , k- 1 
jk 
- 'Y1c-1h-1- (f.J. + 'Yk) lk 
R = rkh - (f.L + ó) R, 
31 
onde S +E+ ~=l I.+ R= 1 e estas são, respectivamente, as frações de indivíduos suscetíveis, 
expostos, infecciosos no i-ésimo estágio e recuperados. As constantes /3, u-1 , J.L e h são, respec-
tivamente a taxa de contato ( =!3' N, onde {3' é a taxa de contato per capita e N é a população 
total). período médio de incubação, taxa de mortalidade e taxa de perda de imunidade. Final-
mente, ,.;1 e e. são, respectivamente, os períodos de permanência e eficiência de transmissão 
k 
no í-ésimo estágio. É importante enfatizar que o período infeccioso é r = ,.-1 =L 'Yj\ o 
J=l 
qual é fixo, independente do número de estágios infecciosos. Não consideramos aqui anticorpos 
maternos nem mortalidade adicional devido à doença. 
O sistema (2.1) possui k + 3 variáveis dinâmicas, onde k é o número de estágios infecciosos 
considerados. 
A obtenção do valor limiar, l4J, para o modelo descrito pelo sistema (2.1), isto é, a condição 
para o estabelecimento da doença na população, resulta da análise de estabilidade dos pontos 
de equilíbrio do sistema. 
2.2.1 Pontos de equilíbrio 
O cálculo dos pontos de equilíbrio do sistema {2.1) nos fornece as seguintes possibilidades: 
• P0 = ( 1, O, .. , O) que é o ponto de equilíbrio trivial, isto é, ausência de infecção na população; 
• P* = (S* ,E*,Ii , ... Jic ,R*) que é o ponto de equilíbrio não trivial, que no caso de ser estável 
corresponde a uma situação endêmica na população. As coordenadas de P * são: 
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s· 
E* -
R* -
1 
Ro 
onde Ro é definido por 
e \li~ está definido a seguir. 
(2.2) 
(2.3) 
As expressões para as coordenadas do ponto de equilJbrio não trivial p• nos mostram que, 
novamente, a condição de viabilidade deste ponto ê Ro > 1 e, além d isso, ~ não depende da taxa 
de perda de imunidade 6. No Teorema 2 mostraremos que este Ro é o valor de reprodutibilidade 
basa~ isto é, a condição Ro < 1 equivale à condição de estabilidade do ponto de equih'brio 
trivial. 
O primeiro termo de Ro 1 u j(p.+u) 1 é a probabilidade que um indivíduo infectado sobreviva 
ao período latente e passe para o primeiro estágio infeccioso. o termo wtl é a probabilidade 
de sobrevivência do primeiro ao início do (i + 1) - ésimo estágio (i = 1, 21 ••• 1 k - 1), e 'i! k é a 
probabilidade de sobrevivência do primeiro estágio ao início do período imune. Estes termos 
são definidos por: 
{ rr
t 'Y, ,· . 2 k se 1 = 1. , ... , 
j = l J.L+'Y, 
1; se i= O. 
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Observe que cada termo 1;/(JL+'Y;) é a probabilidade que um indivíduo sobreviva durante o 
j- ésimo estágio infeccioso e entre no (j + 1)-ésímo estágio. Portanto, \}!i é a probabilidade de 
sobrevivência do início do primeiro estágio infeccioso até o final do i - ésimo estágio infeccioso. 
Finalmente, 1/(JL+ 11) é a duração esperada do l- ésimo estágio e /3et é a taxa com que novas 
infecções são produzidas durante o l - ésimo estágio infeccioso. 
Os resultados para estabilidade local do ponto de equiliôrio trivial são obtidos a partir da 
análise da matriz jacobiana do sistema (2.1), dada por: 
lmxm = 
k 
-({3 L. e; I;+ JL) 
j=l 
k 
{3 L: e;I3 
j=l 
o 
o 
o 
onde m= k+3. 
o 
-(JL + u) 
a 
o 
o 
-{3e1S 
/3€.18 
-(J.L + 'YI) 
o 
o 
-/3e2S 
f3e2S 
o 
o 
o 
-/3e~cS 5 
/3ekS o 
o o 
-(JL + 'Yk) o 
'Yk -(J.L + 8) 
A seguir analisaremos a estabilidade dos pontos de equilíbiro através da matriz jacobiana 
acima. 
2.3 Estabilidade 
2.3.1 Ponto de equilíbrio trivial 
A matriz jacobiana calculada em Po resulta em: 
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-p, o -f3ét - {3€2 - {JE.k 6 
o -(p, +a) /3êt {3€2 {JE.k o 
o O' -(J.L + ll) o o o 
Jpo = (2.4) 
o o o o - (p, + l k) o 
o o o o "tk -(J.L + 8) 
cujos autovalores são ..\1 = - p,, .X2 = - (p, + 8) e mais os autovalores da matriz 
-(p, +a) /3ét /3é2 /3ê k:- l f3ek 
u -(p, +"fi) o o o 
Anxn = 
o ll - (J.L + "12) o o (2.5) 
o o o - (j.L + 'Yk- l ) o 
o o o "tk-1 - (J.L + "tk ) 
onde n = k + 1. O polinômio característico da matriz A é dado por 
(2.6) 
e a estabilidade do ponto trivial depende do sinal da parte real das raízes de P (.X), ou equiva-
lentementel dos autovalores da matriz A . 
Tradicionalmente, a análise de estabilidade local é feita através das condições de Routh-
Hurwitz, que envolvem o cálculo de todos os menores principais da matriz Anxn· Nosso objetivo 
é mostrar que t ambém para um modelo com a estrutura do sistema (2.1) a estabilidade do ponto 
trivial Po depende somente do termo independente ando polinômio (2.6), isto é , basta analisar o 
sinal de a.n para saber se a doença se estabelece ou não na população. Além disso, pretendemos 
obter uma expressão genérica para F4J a partir da condição de estabilidade de Po, conforme 
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obtivemos no Capítulo L 
Enunciamos a seguir o teorema que dá a condição de estabilidade para o ponto P0 . Na sua 
demonstração utilizamos vários lemas que estão enunciados e demonstrados na sequência. Um 
fato importante já citado que vale a pena relembrar é que o período infeccioso total não se 
altera quando o número de estágios infecciosos muda. 
Teorema 1: O ponto de equilíbrio trivial P0 do sistema (2.1) é localmente assintottcamente 
estável (LAE) se o termo independente an em (2.6) é estritamente positivo e é instável se an 
é estritamente negativo. 
Para mostrar o teorema acima, usaremos os resultados a seguir. 
Lema 1: O termo independente an de (2.6} pode ser escrito como 
k k l-1 k 
an = (p+u) I1 (JL+i;) -f3u L: e:z TI 1; TI (J.L+Im), (2.7) 
J=l l = l }=1 m=l+l 
onde n = k + 1. 
Demonstração: A expressão para o polinômio (2.6) vem do cálculo de det(>J- A) =O, 
cujo termo independente é dado por an = ( -1 )n det A. Se n é par, então an = det A e se 
n é ímpar, Cln = - det A. Novamente o sinal não influi pelo fato de termos a equivalência 
P(À) =O~ -P(À) =O. 
Lema 2: Consideremos um modelo com k + 1 estágios mfecciosos construído a parttr de um 
modelo com k estágios mfecciosos ( n = k+ 1 é a ordem da submatn.z A} pela introdução 
de mais um estágio infeccioso. Então, o polinómio característico correspondente ao modelo 
estendido, com ordem m = k + 2 está relacionado com a expressão (2. 6} por 
n-1 
Pm(À) = (J.L +In+ À) Pn(À)- f3e:n.u fl li · (2.8) 
j=l 
Demonstração: Resulta da comparação direta do cálculo de det( ~xi - >J) = O com i = n 
ei=n+ l. 
Vale notar que aqui não estamos levando em conta. o período infeccioso total. Este lema 
a. penas fornece uma lei de formação para um polinômio de grau n+ 1 obtido a partir do polinômio 
de grau n. Nenhuma. hlpótese sobre os períodos li 1 é feita. 
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Lema 3: Se o termo independente an do polin6mio (2.6) é positivo, então todos os coeficientes 
G.t , i= 1, ... , n- 1, também são. 
Demonstração: A demonstração segue por indução finita. Para k = 1 temos um resultado 
trivial visto que temos o modelo clássico SEIRS, para o qual o polinômio característico é dado 
por P2 (.>.) = >.2 + a1À + az com a1 = (JJ- + u)(J.L + 1) > O e r = ,-1(período infeccioso total). 
Agora, para k = 2 (modelo SEI1 I2RS) temos o polinômio 
P3(.>.) - (~-t+i2+À)P~(>.)-{3E2U"fl 
(J.L + 12 + >.)[(J.L + u + >.)(J.L + 11 + .>.) - .Be1 u] - f3ezul 1 
que é obtido da expressão (2.8) no Lema 2. Observe que o polinômio .?2(.>.) foi obtido de Pz(>.) 
do modelo SEIRS quando substituímos 'Y por "(1 . Portanto P~(>.) tem todas as propriedades 
de P2(.>.), apenas o período infeccioso ,-t de P2 (>. ) foi alterado para que no novo modelo com 
2 estágios infecciosos o período total permaneça inalterado, ou seja, r= 111 +121 • De fato. se 
o termo independente de P3(.>.) é positivo, devemos ter: 
==> 
(JJ- + a)(J.L + lt)CJ.t + 12) > f3e.2 <11'1 + Be.t<7(J.L + 12) 
{3ezu"Y1 (J.L + a) (J.L + 'h) > ( ) + {3e.w > f3e.t a 
J.L + "Yz 
{J.L + u)(J.L + 1d > fk1u 
que é verificado uma vez que o termo independente de P2(.>.) foi assumido ser positivo. Além 
disso, todos os coeficientes de P3(>.) são positivos, o que é facilmente verificado por inspeção da 
fórmula (2.8). 
Finalmente, se assumimos que o termo independente do polinômio Pm (.>.) é positivo, (m = 
k + 1), então devemos ter 
k+l k+l l-1 k+l 
(J.L + a) n (J.L + 'Yj) > {3a E Et n li n (I-'+ lj). 
j=l 1=1 J=l j=l+l 
Esta desigualdade pode ser modificada dividindo ambos os termos por (J.L + 11.+1) e então 
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majorando a expressão resultante. Consequentemente, temos 
k k l-1 k 
Ctt+a) I1 (J.t +"ti)> j3u I>=~ I1 'Yj I1 (J.t+'Yi) 
i=l l=l j=l ]=l+l 
que é exatemente a condição para que o termo independente do polinômio de grau m - 1 seja 
positivo. Pela hipótese de indução, todos os coeficientes de P~_1 (..>.) são positivos. Novamente 
usamos o fato que ~-1(>.) retém todas as propriedades de Pm-1 (>.) porque foi obtido pela 
m-2 m-1 
substituição de 'Yi por t, para~ = 1, ... , m- 2. Note que temos L: 'Yi 1 = L: (tt1 = T, 
i=l t=l 
Corolário 1: Se a,...> O então o polmômio Pn(À) , defimdo em (2.6}, é estrztamente crescente 
para À~ O. 
Demonstração: Obviamente, se o polinômio P(À) = .Àn + a1 Àn-l + ... + a,..._1.À + a.n tem 
todos os coeficientes positivos, sua derivada, dada por 
será estritamente positiva para qualquer À~ O. Logo, P(À) é estritamente crescente para À;::: O. 
Temos ainda que a matriz A dada por (2.5) é quase monótona (ver Lema 3, Capítulo 1) e 
portanto garantimos que ~=máx {Re(À),À E u(A)} é um autovalor de A e além disso, existe 
um vetor não nulo~ E R+ tal que A{=~~· 
Esses resultados possibilitam a demonstração do Teorema 1, dada a seguir. 
Demonstração do Teorema 1: Vamos mostrar inicialmente que an > O é condição suficiente 
para que o ponto trivial Po seja LAE: 
De fato, se a,...> O então~ > O (Lema 3), onde~ são os coeficientes do polinômio: 
Temos, portanto, que o polinômio é crescente para todo À ~ O. Por outro lado, temos 
que Pn(À) é o polinômio característico de uma matriz quase monótona A dada por (2.5), e 
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portanto >-=máx {.Re(À), ,\E u(A)} é um autovalor de A, ou seja, o autovalor dominante de 
A é um número real. Agora, como Pn(A) é crescente para À 2: O e P11(0) = l1.n >O, segue que 
.À< O=? Re(,\) <O para todo À E u(A). Logo P0 é LAE. 
Reciprocamente. se Po é LAE então Re(À) < O para todo ,\ E u(A). Ainda, o termo 
constante de Pn(A) é dado por 
n 
G.n = ( -lYt detA = (-l)n n Ài , Ài E u(A) 
i=l 
Portanto, Re(Ãi) < O =* G.n > O para todo n E N, pois as raízes complexas aparecem aos 
pares. 
Teorema 2: O valor de reprodutibilidade basal para o modelo (2.1) é dado pela fórmula (2.3), 
isto é 
Demonstração: Do Lema 1, segue que G.n > O se, e somente se, 
Observe que se Ro > 1 então o ponto trivial é instável. Portanto, em ~ = 1 temos a 
passagem da ausência da infecção na população para um nível endêmico. 
Corolário 2: A condição necessária e suficiente para a viabilidade do ponto de equilíbrto não 
trivial p• do sistema (2.1) é que an <O. 
Teorema 3: Se o ponto de equüíbrio trivial do sistema (2.1} é localmente assintoticamente 
estável então ele é globalmente assintoticamente estável. 
Demonstração: No sistema (2 .1) temos que S +E+ 11 + .. . +h+ R= 1 e portanto o 
39 
modelo pode ser escrito na forma 
dy 
dt = By + G(y), 
onde y =(E, h, ... , Ik ,R)r, B é a matriz jacobiana do sistema (2.9) dada por 
B= 
-(p. + u) [3€1 (3€2 
O" - (f.L + 'h) o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
-(p. + ik) o 
lk -(.u + 6) 
(2.9) 
e G(y) é a parte não linear do sistema, G(y) = ( -(E+I1 +- . . +h+R)f3í:e1 I;,O, ... ,Of. 
A matriz BT ê quase monótona e portanto existe um autovetor não nulo w* = (w1 , ... , Wk+2) 
de coordenadas não negativas associado a um autovalor real>. (ver Lema 3, Capítulo 1). 
Pelo fato do ponto trivial ser localmente assintoticamente estável, devemos ter .>.<O. 
Neste caso, Wi > O para todo i= 1, ... , k + 2. De fato, do cálculo de BT w• =5. w• temos que 
e 
Se w1 = O então w• = O, o que é absurdo. 
Suponto w1 > O, se tivermos Wi+ 1 = O para algum i = 1, ... , k então teremos WH2 < O, o 
que também é absurdo. 
Portanto, o vetor w• é estritamente positivo. 
Definindo novamente a função V(y) = w* · y, as hipóteses do Lema 4 do Capítulo 1 são 
satisfeitas e portanto o ponto de equilibrio trivial é globalmente assintoticamente estável. 
Baseados no Teorema 2 e no Corolário 3, temos a seguinte proposição: 
Proposição 1: A doença se estabelecerá na população se, e somente se, a.n < O. 
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Antes de demonstrarmos essa proposição, precisamos definir e caracterizar M - matrizeB. 
Seja zn,n o conjunto de todas as matrizes reais B = (bii h$i,i$n com bij ::; O se i i= j. Plemmons 
[36] apresenta uma caracterização geral de M - matrizes em zn,n e estabelece 40 condições 
equivalentes â seguinte afirmação: B é uma M -matriz não singular. Dentre elas, destacamos: 
i) todos os menores principais de B são positivos (condição A1 - página 179); e ii ) todos os 
autovalores de B possuem parte real positiva (condição J29- página 181). 
A seguir demonstramos a Proposição 1: 
Demonstração da Proposição 1: Notemos inicialmente que para mostrar a Proposição 1 
basta mostrar que Cln < O é a condição de instabilidade do ponto de equilíbrio trivial Po. 
Considerando a matriz B =-A, onde A é dada (2.5), temos que B E zn.n. Além disso, 
de acordo com as condições enunciadas acima, temos as seguintes equivalências 
B é uma M - matriz{=::::::> detB > O{=::::::> Re(o) > O, onde o é autovalor de B. 
Desta maneira, se B não for uma M - matnz podemos garantir que pelo menos um 
auto-v-alor de B possui parte real negativa. Equivalentemente, se det B < O então existirá 
pelo menos um autovalor de ( -B =A) com parte real positiva. Por outro lado, vale a 
seguinte igualdade: detB = det(-A) = (-l )n detA = an (pelo Lema 1). Portanto temos 
que det B < O {=::::::> an < O, e a proposição está demonstrada. 
Observação:Em [37], Post analisa um outro modelo e apresenta um resultado análogo. 
2.3.2 Sobre o equilíbrio não trivial 
Embora os cálculos envolvendo o ponto de equilíbrio não trivial p• não sejam simples, é possível 
obter algumas informações e conjecturar a respeito da estabilidade deste ponto. 
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A matriz jacobiana do sistema (2.1) calculada em P* é dada por: 
J* = 
Jc 
- ({J L eJr; + J.L) 
j=l 
k 
f3 L e;r; 
J = l 
o 
o 
o 
o 
- (J.L +a) 
(j 
o 
o 
-{je1S* 
/3t:tS• 
- (JL +'Yt) 
o 
o 
e o polinômio característico correspondente é 
-fJe2s· 
f3e2s· 
o 
o 
o 
-fJe~cs· 6 
/3e~cs· o 
o o 
- (J.L + 'Yk) o 
'Yk -(J.L + b) 
Após vários cálculos obtemos a expressà.o para o termo independente 
(2.10) 
onde 
e 
Portanto, de (2.10) temos que f4J > 1 é uma condição necessária e suficiente para que 
ak+ 3 > O, e neste caso. Po é instável (a doença nã.o se extingue). 
Baseados na análise de vários modelos com incidência bilinear e pelo fato dos mesmos não 
apresentarem nem soluções periódicas nem outro tipo de comportamento qualitativo, enunci-
amos a conjectura a seguir. 
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Conjectura: A condição ak+3 > O é necessária e suficiente para estabilidade local do ponto 
de equilíbrio não trivial P*. 
O modelo matemático desenvolvido considera a infecciosidade heterogênea baseada na con-
centração de vírus no hospedeiro humano. A suposição básica assumida é a taxa de incidência 
bilinear, analogamente ao modelo desenvolvido no Capítulo 1. Além disso, se substituirmos 
Pt = 1 (consequentemente Pi = O para -i = 2, ... k) no modelo do Capítulo 1, isto é, con-
siderando somente um tipo de resposta imunológica do indivíduo teremos o mesmo modelo 
desenvolvido aqui com k = 1. 
A condição de estabelecimento ou não da infecção na comunidade foi estabelecida a partir 
do sinal do termo independente do polinômio característico. Desta maneira, conjecturamos que 
para qualquer modelo matemático desenvolvido para doenças transmitidas diretamente que 
assuma taxa de incidência bilinear, as condições de estabilidade podem ser obtidas a partir 
da análise do termo independente do polinômio característico (dado pelo cálculo da matriz 
jacobiana a·valiada no ponto de equilíbrio trivial). 
2.4 Relação entre o Valor de Reprodutibilidade Basal para k e 
k + 1 Estágios Infecciosos 
Novamente (como no modelo apresentado no Capítulo 1), estamos interessados em analisar 
a influência do número de estágios infecciosos no valor de reprodutibilidade basal, que deve 
permanecer limitado. Esta análise será feita em dois casos particulares: quando um estágio é 
subdividido e quando introduzimos um novo estágio. 
2.4.1 Subdivisão de um estágio infeccioso 
Suponha que no modelo (2.1) o m-ésimo estágio seja dividido em dois estágios, isto é 
lm = lm' +lm" 
com 
-1 Jl (~tm)-l (2.11) = bm1 + 'Ym•) · 
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Portanto, o modelo (2.1) tem agora k + I estágios infecciosos. 
De (2.11) nós obtemos 
"1m = Tm'"im" 
Tm' +1m" 
(2.12) 
Seja ~k) o valor de reprodutibtlidade basal para o modelo original com k estágios infecciosos 
e RÓk+l ) o valor de reprodutibihdade basal para o novo modelo, com a subdivisão do m-ésimo 
estágio. 
De acordo com a expressão (2.3) temos: 
e 
~k+l) 
~k+l) - 14k) 
Supondo Ej = E, isto é, a efetividade de transmissão índepende do estágio infeccioso7 e 
substituindo a expressão para lm dada por (2.12), obtemos: 
onde 
{ = (f.t + Tm' )(J.t + lm" Hlm1Tm" + t-tbm' + Tm" )] 
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e temos ~k+l) - ~k) > O. 
Portanto, quando um estágio infeccioso é subdividido temos um acréscimo no valor do Ro. 
2.4.2 Introdução d e wn novo estágio infeccioso 
I Consideremos o caso quando um novo estágio infeccioso é introduzido em (2.1) sem alterar 
o período infeccioso totaL Além disso, tomamos o mesmo período infeccioso para todos os 
estágios. Assim, se '"'f é o período infeccioso total, temos: 
k b)-1 = E ('Yi)-1 = k ('Yí) - 1 => li - k1 
i=l 
e 
Considerando a mesma eficiência de transmissão em todos os estágios, isto é êi = e, de 
acordo com a expressão {2.3) obtemos: 
e 
.mk) = {3eu t, [ (k"')J-1 ] 
f.L + u j=l (1-L + k"')' 
~k+l) = {3êU ~1 [ ((k + l )'Y)'-1 ] 
1-L + u l= l (t-t + (k + l)'y)J 
Note que as expressões entre [ ) são somas de uma progressão geométrica. 
Comparando .RÍk) com ~k+l), obtemos: 
~k+l>_ mk) = f3eu [( k1· )k-( (k+ l h )'k+l)] 
(t-t + u) J.L + k1 J.L + (k + l )'Y 
ou ainda 
- ( {3eu ) [f(k )- f (k + 1)], 
J.L + U 
onde f(k ) = (J.L ~'Ykl) k . 
Para provar que ~k+l) -mk) >O mostraremos que a função f (k) é uma função decrescente 
com k. Deste modo, teremos f (k + 1) < f (k) e consequentemente f (k )- f (k + 1) > O o que 
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implica em ,mk+l) > ~k). 
Observemos que 
f '(k) = (~~-~'k,) k g(k), 
onde 
g(k) - 1-' + ln ( k( ) 
1-' + k( 1-' + k-y 
e a função g(k) satisfaz: 
1-'2 
a) g'(k) = k(p. + k'Y)2 > O e portanto g é estritamente crescente para todo k > O. 
b)lim g(k) =lim [ J1. k + ln ( (k k)] = -00. k-o k-o J1. + 'Y f.1. + 'Y 
c) lim g(k) = lim [ J1. k + Ln ( k'f )] = lim {lnl) =O. 
k.-oo k.-oo J1. + 'Y T + X k-oo 
-J.L2 [ (J.L + 'Yk )2 + 2ki(J.L + 'Yk)] 
d) g''(k) = k2 (J.L + ryk)4 < O e portanto g tem concavidade para baixo 
para todo k > O,e em particular para k E Z+. 
Assim a forma de g(k) é dada na Figura 2: 
Figura 2: função g(k) = J1. k + ln ( k"fk ) 
J..L+ 'Y J.L+ 'Y 
Ou seja, devemos ter g(k) <O para todo k >O, e em particular para k E Z+. Isto implica 
que f'(k) <O. 
Temos assim ~k+l) - ~k) > O, e o valor de reprodutibilidade basal cresce quando um novo 
estágio infeccioso é introduzido sem alterar o período infeccioso total. 
Novamente, isso significa que os modelos mais simples subestimam o valor do Ro. Desta 
forma, pretendemos agora avaliar quanto Ro é subestimado. Para isso consideraremos o caso 
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no qual cometemos o maior erro, isto é, no pior caso a diferença é dada por 
~(oo) _ ~(1) = (3eu [f ( ) f ( )] 
•'i) -""'() ( ) 1 - 00 . J.L+U 
Por outro lado, temos 
1 1 / (1)=-=-
J.L+I 1+J.L 
I 
e 
lim f(k) =e-~. 
k-+00 
Assim, 
(3eu 
- (J.L + u) [ 
1 -~] 1+~- e.., . 
Como T = 1'-l é o período infeccioso e r = J.L-l é a expectativa de vida, temos ~ = f = 
v~ 1. Portanto, R1,oo) - R1,1> = ( {3eu ) [-1-- e-"] e o maior erro relativo é dado por 
J.L+U l+v 
R(j - RQ = J.L+ 'Y - 1-- e- " = 1 - (1 + v)e- ", (oo) (1) [ ] ~1) 'Y 1 +v 
que é uma função constante para O ~ v ~ 1. Portanto, 
$ 1 - ~ ;::: O, 26. 
e 
(2.13) 
A expressão (2.13) pode ser reescrita como Ri,oo) ~ 1, 26 R1,1>. Isto é, na pior das hipóteses, 
o erro máximo cometido ê de 26%. Em outras palavras, podemos ter uma estimativa de 
Ro < 1 num modelo simples, sendo que na realidade Ro é maior que um, o que implicaria 
na instabilidade do ponto de equilibrio trivial e, consequentemente, na propagação da doença. 
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CAPÍTULO 3 
Aplicações do Valor de 
Reprodutibilidade Basal 
3.1 Introdução 
Nosso objetivo nesse capítulo é mostrar que as fórmulas obtidas para o valor de reprodutibilidade 
basa~ Ro, a partir dos modelos genéricos desenvolvidos nos Capítulos 1 e 2 realmente se aplicam 
a vários modelos que consideram taxa de incidência bilinear, como conjecturamos no Capítulo 
2. 
Como apresentado por Liu (32] , a grande parte dos modelos clássicos pode ser vista como 
caso limite do modelo SEIRS, desde que tal limite seja calculado adequadamente. O sentido 
de "adequadamente" refere-se a tomar apropriadamente o limite quando determinadas taxas ou 
parâmetros tendem a zero ou infinito. Deste modo, a título de exemplo, aplicaremos as fórmu-
las encontradas somente para os modelos clássicos SEIRS e SIRS. Apresentaremos também 
três modelos desenvolvidos especificamente para algumas infecções, como AIDS, Hanseniase e 
Thberculose. Nesses últimos modelos a aplicação da fórmula não é direta, pois considerando-se 
aspectos específicos de cada infecção devemos adaptar os parâmetros e interpretar adequada-
mente as taxas envolvidas. Embora a estrutura desses modelos não seja idêntica à estrutura 
geral do modelo desenvolvido no Capítulo 2, eles assumem taxa de incidência bilinear. O fato 
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de podermos adaptar nossa fórmula genérica para o valor de reprodut·ibilidade basal nos levou 
a conjecturar (no Capítulo 2) que a suposição de incidência bilinear é suficiente para garantir 
que a estabilidade do ponto de equilíbrio trivial pode ser assegurada se o termo independente 
do polinômio característico é positivo. 
3.2 Modelo SEIRS 
O modelo clássico SEIRS pode ser obtido do modelo geral descrito no Capítulo 2 tomando-se 
k = 1. Assim temos as seguintes equações: 
s = J1. +á R- {3SE1h - J.LS 
E = {3SE1h - (f.J. + u) E (3.1) 
11 u E- (Jl. + "Y1) J1 
R = "Y1lt - (Jl + 6) R. 
Considerando-se a expressão genérica para o valor de reprodutibilidade basal dada também 
no Capítulo 2 podemos obter o já bem estabelecido v-a.lor limiar para o modelo SEIRS acima. 
Para isto, basta tomar o limite da expressão genérica para I1{J quando 11 -t oo para j = 2, ... , k. 
De fato, definindo 
cp= 
l - 1 
rr "Y; se l > 1 
j = l 
lsel=l 
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(3.2) 
temos: 
que ê o valor de reprodutibilidade basal para o modelo SEIRS clássico. 
3.3 Modelo SIRS 
O modelo clássico SIRS pode ser entendido como limite do modelo SEIRS (3.1) acima quando 
u--+ oo [32]. Assim, temos as seguintes equações: 
I S = J.L + 6R- (3Setlt - J.LS ~ = (3Se1I1 - (f.L + 'Yt) !1 R = 'Y111 -(J.L +8)R (3.3) 
Novamente, a partir da expressão genérica para o valor de reprodutibiltdade basal dada no 
Capítulo 2, tomando o limite da mesma quando q --+ oo e 'Y; --+ oo para j = 2, ... k e com a 
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mesma definição para cp dada por (3.2), obtemos: 
lim il{) -
-y1 ,o-+oo 
= 
= 
= 
que é o valor limiar para o modelo SIRS clássico. 
Analogamente, a partir da expressão genérica do valor de reprodutibilidade basal podemos 
encontrar os valores limiares de outros modelos clássicos , como SI, SIS, SIR, SEIR tomando-se 
os limites apropriados. 
3.4 Modelo para AIDS 
Jacquez [25] propõe um modelo bastante genérico para analisar a propagação da AIDS numa 
população homossexual dividida em subgrupos de acordo com o grau de atividade sexual, 
considerando diferentes tipos de interação entre os grupos. Na notação do autor Xi denota 
os indivíduos suscetíveis do i- ésirrw grupo, l';j são os infectados do i- ésimo grupo no 
j - ésimo estágio infeccioso (num total de m estágios) e finalmente, zi são os aidéticos do 
i- ésimo grupo. Nosso objetivo é utilizar o modelo genérico apresentado no Capítulo 2 para 
obter a expressão do valor limiar dado por Jacquez considerando o caso de mistura restrita (não 
há contato entre indivíduos de diferentes subgrupos). Desta forma, consideremos, em particular, 
o sistema genérico do Capítulo 2 quando os períodos de recuperação são todos iguais e com o 
período infeccioso total mantendo-se inalterado quando um novo estágio ê introduzido, isto é 
~-1 -- 1 LI ou seja, ;y 
i=l li 'Y 
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Neste caso, usando os resultados obtidos para o caso geral, obtemos: 
a) Ponto de equilíbrio trivial: Po = (1,0, ... , 0,0) 
b) Ponto de equilíbrio não trivial: P* = ( S*, E* , Ij, R•) que tem as coordenadas dadas por: 
onde 
S• - ...L 
- il{J 
li = ~lI [ 1 k ]"'•-t] parai=1, ... ,k 
1 + (~ + f'k) ~ + (,s~6)+ I~ (:.;:,~) 
( f'k ) i, se i = 1, ... , k J1 + f'k 
1, se i= O 
ê a probabilidade que um individuo infectado no estágio i sobreviva e entre no estágio i + 1 e 
(3.4) 
ê o valor de reprodutibilidade basa~ cuja interpretação é análoga aquela dada no Capítulo 2, ou 
seja cada termo indica uma certa probabilidade de sobrevivência até um certo estágio. 
c) O polinômio característico fica 
k 
Pn(À) = (~+u+ À) (~+ f'k+ À)k -u{3 L: t:j(f'k)i- 1 (Jl+')'k+À)k-J 
j=l 
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cujo termo independente ê 
k 
<2n - (~ + CJ)(~ + 1kl- CJ/3 E e:j(,k)i-l(J.t + 1k)k-j 
J=l 
d) il{J < 1 Ç:::::> <ln > o. 
A partir da suposição de períodos infecciosos iguais, li =i= 1k, o modelo genérico apresenta 
a mesma estrutura do sistema apresentado por J acquez [25] quando considerada mistura restrita 
e um único subgrupo, e vale o seguinte teorema: 
Teorema 2: Se il{J < 1 então o ponto trivial é GAE e não aiste equilíbno não trivial . Se 
R() > 1 então extSte um único equilíbrio não trivial .P* do sistema que é LAE. 
Demonstração: Como esse teorema é enunciado e demonstrado no artigo de Jacquez, 
basta mostrarmos que nossa fórmula para o valor de reprodutibilidade basal Ro equivale ao 
valor limiar apresentado no artigo e desta forma os resultados de estabilidade serão válidos. 
Notemos inicialmente que no nosso modelo temos n = 1 (um único subgrupo) em= k (total 
de estágios infecciosos). Além disso, Jacquez não considera o período de incubação, isto é, 
devemos tomar CJ - oo. De acordo com o autor, o valor limiar apresentado para o caso de 
mistura restrita e~> O correspondente ao nosso caso, (ver Tabela 2, página 137 de [25]) é dado 
por: 
(3.5) 
onde 
m kr-1 /(k + ~Y 
0 1 [ ( k )m]f3t)r' r-1- 1- ~ 
jJ. ~t+jl. 
()f' 
1-am 
-
t 
(3.6) 
a 
- k+J.L 
Observando a notação utilizada no artigo, temos: 
- k é a taxa de transferência de um estágio infeccioso para o seguinte, considerada igual para 
todos os estágios. No nosso modelo, isto equivale a fazer os 'Yt todos iguais sem alterar o 
período infeccioso total. Ou seja, devemos substituir k por -yk. 
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- {3i1rC.. é o produto entre o coeficiente de transmissão (que varia com r ) e o número de contatos 
sexuais. No nosso modelo essa variação é representada pelo parâmetro E.r. Desta forma, 
substituiremos f3ijrCi por /3êr. Além disso, no nosso modelo o coeficiente de transmissão 
considerado {3 = [3' N , enquanto que em Jacquez et al. [25] a classe de aidéticos Z não é 
incluída no parâmetro {3. 
Substituindo adequadamente essas e..'q>ressões em (3.6), obtemos a seguinte expressão para 
o valor limiar (3.5): 
que coincide com a fórmula (3.4) tomando o limite da mesma quando a--+ oo. De fato, 
r li{) - lim ( ~ ) t ( -yk )r-1 /3êr -u~ - u--oc ~ + 1 r=l f.L + "{k (J.L + -yk ) 
A estabilidade global do ponto trivial também é apresentada em [25] (Apêndice A) usando 
teoria de Lyapunov e a estrutura da matriz jacobiana (ver pg. 171 de (25]). 
3.5 Modelo para Hanseníase 
Como um exemplo adicional, apresentaremos um modelo para a hanseníase para o qual é 
possível obter o valor de reprodutíbílidade basal conforme equação (2.3) do Capítulo 2. Embora 
o modelo não tenha exatamente a mesma estrutura do modelo proposto no Capítulo 2, basta 
interpretar adequadamente as taxas na expressão para~-
A motivação inicial para propormos este modelo foi o fato de haver um crescimento anual 
considerável no número de casos novos desta doença aqui no Brasil, sendo superado apenas 
pela Índia. O objetivo da Organização Mundial de Saúde (OMS) para o Brasil era chegar até 
o ano 2000 com menos de um caso para cada 10 mil habitantes, o que, segundo especialistas, 
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não será atingido. O aumento no número de casos deve-se ãs irregularidades na distribuição de 
remédios, diagnósticos errados, etc. 
A hanseníase ê uma doença. crônica transmitida diretamente. É causada pelo bacilo M. 
leprae. Considera-se uma doença de alta infectividade e baixa patogenicidade. O contato direto 
e a respiração parecem ser as mais importantes vias de transmissão. Outros fatores como, por 
exemplo, condições sócio-econômicas, higiênicas e culturais, desnutrição e predisposição podem 
estar associadas a uma maior suscetibilidade de ocorrência da doença {3]. A doença possui 
longa evolução, mesmo sob tratamento específico. Existem diferentes manifestações clínicas da 
infecção, sendo que a forma clínica desenvolvida independe da fonte inicial de contato clínico 
mas tem relação direta com a resposta imunológica do indivíduo. A classificação adotada aqui 
é a classificação de Madri (1953) [14): 1) Indeterminadaj 2) Tuberculóide; 3) Lepromatosa; 4) 
Dimorfa. Essas formas diferem pelos sintomas, existência ou não de sequelas e evolução. Por 
simplicidade, classificaremos a infecção em dois diferentes tipos de manifestações clínicas. As 
formas indeteminada e tuberculóide constituem a forma Paucibacilar (que são os indivíduos que 
não transmitem a doença) Já as formas lepromatosa e dimorfa constituem a forma Multibacilar 
(que são os indivíduos que transmitem a infecção). 
Como indivíduos suscetíveis consideraremos a população total, sendo que uma alta pro-
porção desta desenvolve uma resistência natural [9] , podendo inicialmente passar por um período 
latente ou não. Admitimos ainda que toda forma da doença passa por um período latente e a 
forma multibaciJar é consequência de uma forma indeterminada quando não ocorre tratamento. 
Além disso, visto que após a primeira dose de medicamento o indivíduo não transmite mais a 
infecção, consideramos apenas uma classe para os indivíduos recuperados e para os indivíduos 
em tratamento. Há uma proporção de indivíduos sob tratamento que abandonam o mesmo e 
se tornam infecciosos novamente. 
O modelo é estruturado nas seguintes classes: S ê a proporção de indivíduos suscetíveis, 
E é a proporção de indivíduos no estado latente, 11 é a proporção de indivíduos com a forma 
paucibacilar, !2 é a proporção de indivíduos com a forma multibacila.r, R é a proporção de indi-
víduos recuperados e T é a proporção de indivíduos resistentes. O modelo pode ser representado 
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pelo esquema compartimental dado pela Figura 1: 
i J.l t J.l jJ.l t 1:1 f3 r-:.-1 (l-a )a- Y J.l 
L:_j - ~ ---+ c=J ____!__. c=J 
a a-\ /v 1] "'-. ,/Y CB 1?2 
Figura 1: esquema compartimental do modelo para a hanseníase (3.7). 
As equações que descrevem o modelo são: 
s - p.(1 - S) - (v + {3e.2)S12 
E = {3e.2S12 - (p. + <7)E 
lt = <7(1 - o:)E- (1-L + TJ + l't)11 
12 - 1'1 11 - (p. + 1'2)12 
(3.7) 
R - TJ11 + 1212 - t-LR 
T = et.<7E- p.T + vS12 , 
onde 1-L é a taxa de mortalidade, {3 é a taxa de contato, E2 é a infecciosidade no estág~o 12 , v é 
a taxa com a qual indivíduos suscetíveis se tornam resistentes, <7-1 e 'Y}1 são, respectivamente 
o período de incubação e o tempo necessário para desenvolver a forma multibacilar para os 
indivíduos que não fazem tratamento. Além disso, o: é a proporção de indivíduos latentes 
que se tornam resistentes, TJ- 1 e 'Y21 são as taxas de recuperação nos estágios 1 e 2. Como a 
reativação da doença pelos indivíduos recuperados não é um consenso entre os pesquisadores 
(não se sabe se ocorre perda de imunidade efetivamente ou se os indivíduos que voltam a ficar 
doentes na verdade não estavam recuperados), a mesma não será considerada. Finalmente 
temos a condição S + E + 11 + 12 + R+ T = 1. 
O cálculo do valor de reprodutibilidade basal Rc, através das condições de estabilidade para 
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o ponto de equilíbrio trivial Po = (1, O, O, O, O, 0), é dado por 
u (l -a) '"'fd3é2 ~ = (JL+lT ) (JL+ "h +17)(JL +'Y2)" 
A expressão acima foi obtida através do cálculo do polinômio característico dado pela matriz 
jacobiana calculada em Po. A condição T = 1- (S +E+ 11 + /2 + R ) reduz a quantidade de 
variáveis do modelo para 5. Assim, a matriz jacobiana calculada em Po terá ordem 5. Tal matriz 
possui os autovalores..\= - JL com multiplicidade 2 e as raízes da equação 
onde 
a1 - 3JL + 'Yt + 1 2 + lT + 17 
a2 = (2JL + lT + 12) ('Yt + 11 + JL) + (JL + u)(JL + 12) 
a3 - (JL + u)(p + 12) (J.l + 'Yt + TJ) - 'Y1.8élT (1- a ) 
e claramente as condições de estabilidade de Routh-Hurwitz para n = 3 (at > O, a3 > O e 
a1 a2 > a3) são satisfeitas se e somente se a3 > O. Ou, equivalentemente, 
u(l- a) 1dlé2 
(JI +a) (JI + lt + 'IJ)(JL + 12) < 1. 
Ou seja, se Ro < 1 o ponto de equilíbrio trivial Po é localmente assintoticamente estável. 
A expressão acima também pode ser obtida da fórmula geral encontrada no Capítulo 2 a 
partir de algumas adequações. 
Observando a fórmula geral para o valor de reprodutibilidade basal Ro apresentada no Capí-
t ulo 2, notamos que: 
- O primeiro termo é a probabilidade que um indivíduo infectado sobreviva ao período 
latente e entre no primeiro estágio infeccioso. No modelo acima esta probabilidade é dada por 
a(1- a)/(JL + cr), pois uma parte a dos indivíduos desenvolve resistência natural; 
2 {3éz 
-De acordo com a fórmula geral para Ro o segundo termo será dado por E Wt-t ( ) , 
l= t fl + "Yt 
(k = 2 devido aos dois estágios infecciosos: forma paucibacilar e forma multibacilar). Para 
l = 1 devemos substituir ét = O (pois os indivíduos na forma paucibacilar não transmitem a 
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doença). Já para l = 2 teremos Wt ( /3e2 ) , onde '111 é a probabilidade que um indivíduo 
J.L + t2 
sobreviva ao primeiro estágio infeccioso (forma paucibacilar) e ingresse no segundo estágio da 
doença (desenvolva a forma multibacilar). Notemos que no modelo geral do Capítulo 2 todos 
os indivíduos que sobreviviam ao primeiro estágio infeccioso necessariamente ingressavam no 
segundo estágio da doença. Ou seja, não era considerada a possibilidade de ''cura" no primeiro 
estágio. No modelo para hanseníase essa possibilidade é representada pelo parâmetro 7], pois 7]-1 
é a taxa de recuperação (devido ao tratamento) dos indivíduos paucibacila.res. Além disso, só 
ingressam no segundo estágio da doença (desenvolvem a forma multibacilar) aqueles indivíduos 
que não procuram tratamento. Dessa maneira, para esse modelo, a probabilidade W 1 que 
um indivíduo sobreviva até o segundo estágio é dada por ld(J.L + 1 1 + 1J). E assim temos 
a expressão do valor de reprodutibilidade basal para a hansenfase obtida também da fórmula 
genérica apresentada no Capítulo 2. 
3.6 Modelo para Tuberculose 
No artigo de Blower et al. [5] . são apresentados dois modelos para descrever a dinâmica da 
tuberculose: modelo simples e modelo detalhado. No modelo simples as classes envolvidas 
são X (suscetíveis), L (latentes) e T (tuberculosos). Os indivíduos suscetíveis que entram em 
contato com o agente infeccioso ( Mycobacterium tuberculosis) permanecem não infecciosos até 
desenvolver a doença através de um dos seguintes mecanismos: progressão direta (logo após 
a infecção) ou reativação (vários anos após a infecção). Assim, no primeiro caso (progressão 
direta) o período latente não é considerado. 
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A Figura 2 abaixo descreve este modelo compartimental: 
Figura ~: esquema compartimental do modelo para a tuberculose (3.8) 
As equações que descrevem esta dinâmica são: 
( 
X = 1r - (3XT - j.tX 
L = (l-p)[3XT-vL-pL 
T = v L + p(3XT- (J.L + J.LT )T , 
(3.8) 
onde 7f é a taxa de recrutamento de suscetíveis; {3 é o coeficiente de transmissão; p é a proporção 
de indivíduos que desenvolvem a tuberculose logo após a infecção (progressão direta); v-1 é o 
período de incubação dos indivíduos que reativam a doença; J.l é a taxa de mortalidade natural 
e f.1T é a taxa de mortalidade adicional causada pela infeção. 
O modelo acima não apresenta a mesma estrutura dos modelos apresentados nos capítulos 
anteriores, pois existe simultaneamente a passagem direta de suscetiveis para infecciosos (o que 
equivaleria a tomar u ~ oo) e a passagem de latentes para infecciosos (o que impossibilita tomar 
o limite quando u - oo). Por outro lado, os autores consideram o valor de reprodutíbiltdade 
basal, Ro, como a soma de dois valores limiares, ~átnd.c e mento. o primeiro refere-se aos 
casos produzidos através da progressão direta e o segundo, aos casos devido a reativação. Deste 
modo, utilizaremos a seguir as fórmulas apresentadas nos capítulos anteriores para o Ro para 
calcular separadamente os dois valores limiares. 
No cálculo do R:(,ápido consideraremos somente a proporção p de indivíduos infectados que 
59 
desenvolve diretamente a doença, e portanto teremos um modelo do tipo SI. A partir das 
equações dadas em (3.8), obtemos as seguintes equações: 
{ 
X = 7r - pf3XT - JLX 
T = p()XT - (JL + f.1T )T. 
Como não há período de incubação, devemos considerar <:r --+ oo. Desta forma, a expressão 
genérica para o valor de reprodu.tibilidade basal1 l?cJ , (apresentada no Capítulo 2), considerando 
apenas um estágio infeccioso e tomando o limite quando o- --+ oo, fica 
(3.9) 
Para obter a expressão apresentada para Ito6.p~.dc (R{/utem [5]), basta notar que: 
i) a taxa de recrutamento ê igual a taxa de mortalidade, isto é 1r = J.L; 
ii) como só há um estágio infeccioso e portanto não há diferentes eficiênciasde transmissibili-
dade, substituímos /3e1 simplesmente por /3: 
iii) somente uma proporção p desenvolve a doença e desta forma devemos tomar p/3 ao invés 
de {3: 
iv) não ocorre recuperação e portanto { 1 =O; 
v) a taxa de mortalidade adicional deve ser acrescentada, e assim devemos considerar J..L + f.úr 
ao invés de J..L. 
A partir dessas adaptações, a fórmula (3.9) fica 
Para calcular o valor de Rfoento consideramos que os indivíduos permanecem no estado latente 
por um longo perfodo de tempo e, desta forma o modelo será do tipo SEI. Novamente a partir 
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de (3.8) obtemos as equações: 
1r - {3XT - J.LX 
(1 - p)f3XT- (v+ J.L)L 
v L- (J.L + f1T )T. 
Vale observar que não consideramos aqui a passagem direta de X para T, visto que tomamos 
apenas os casos que evoluem lentamente. 
Tomando novamente a expressão genérica para o valor de reprodutibilidade basal apresentada 
no Capítulo 2 com um estágio infeccioso, obtemos 
(3.10) 
e, novamente algumas adaptações são necessárias para obtermos a expressão para Rbento (R{/C7W 
em [5]). Notemos que: 
i) a taxa de recrutamento é igual a taxa de mortalidade, isto é 1r = f.Li 
ü) como só há um estágio infeccioso e portanto não há diferentes e.ficiênciasde transmissibili-
dad.e, substituímos f3t;t simplesmente por /3; 
iü) apenas uma proporção (1- p) desenvolve a doença e portanto devemos multiplicar f3 por 
(1 - p); 
iv) o período de incubação u - 1 é igual a v - 1 ; 
v) não ocorre recuperação e portanto -y1 =O; 
vi) a taxa de mortalidade adicional deve ser acrescentada, e assim devemos considerar f.L + JlT 
ao invés de J.L. 
Desta forma, a partir de (3.10) obtemos 
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Observamos ainda que a expressão acima poderia também ser obtida a partir da fórmula para 
o Ro apresentada no Capítulo 1 fazendo-se, além das adaptações indicadas acima, Pl = 1 - p. 
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PARTE 11 
TAXA DE INCIDÊNCIA NÃO 
BILINEAR 
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CAPÍTULO 4 
Modelo SIR con1 Taxa de Incidência 
Não-Bilinear Genérica 
4.1 Introdução 
Como já comentamos na introduc;.ão deste trabalho, a não homogeneidade da população pode 
ser incorporada nos modelos matemáticos de epidemiologia modificando-se, por exemplo, a 
taxa de incidência (taxa com a qual novas infecções ocorrem). Nos modelos descritos nos 
capítulos anteriores, a taxa de incidência considerada foi a bilinear, o que supõe, de maneira 
geral, que os indivíduos estão distribuídos homogeneamente na população e que a quantidade de 
novas infecções é proporcional ao número de encontroo entre indivíduos suscetíveis e infectados 
({318). Este é o caso mais simples, no qual a taxa cresce com o crescimento de suscetíveis 
e infectados. Porém, essa suposição nem sempre é adequada, dependendo do fenômeno a ser 
modelado. A fim de relembrar algumas situações nas quais a não bilinearidade na taxa de 
incidência pode ser necessária, citamos: a) efeito de saturação na propagação da infecç ão 
dependendo da quantidade de infectados presente, uma vez que parece razoável que o número de 
contatos de um indivíduo suscetível com indivíduos infectados por unidade de tempo não possa 
crescer sempre linearmente [Capasso [7]]; b) a necessidade de exposições múltipla.<> ao patógeno 
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para que ocorra a infecção [Hethcote [21]). Podemos ainda utilizar taxas não bilineares para 
descrever as situações já modeladas nos capítulos anteriores com taxa bilinear, isto é: considerar 
a heterogeneidade genética dos indivíduos. Isto pode acarretar diferentes respostas imunológicas 
(conforme o modelo apresentado no Capítulo 1), diferentes eficiências de transmissão de acordo 
com a quantidade de vírus presente no organismo (conforme o modelo apresentado no Capitulo 
2), diferentes grau de suscetibilidade, o que tornaria alguns indivíduos mais suscetíveis do que 
outros. 
Vários modelos tem sido elaborados com o objetivo de incorporar tais fenômenos e estu-
dar o comportamento qualitativo das soluções. Com a introdução de taxas de incidência não 
bilineares o modelo pode exibir diferentes comportamentos qualitativos que podem ser epiderni-
ologicamente importantes, como, por exemplo, existência de soluções periódicas. 
Apresentamos abaixo o modelo SEIRS proposto por Liu [32]. resumindo os principais 
resultados. 
s = -{3JP Sq + J.L- J.LS + óR 
E {3IP Sq - (1-' + u )E 
(4.1) 
I - uE-(J.i.+I)I 
R = 1I- (J.~-+ ó)R. 
A análise do modelo acima ( 4.1) com q = 1 (vale notar que para este modelo, variações do 
valor do parâmetro q não produzem mudanças qualitativas do modelo quanto aos resultados de 
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estabilidade) produz os resultados mostrados na Tabela 1: 
condições 
0 < p<1 
p=1 Ro~1 
14> > 1 
p > 1 14><Rô 
14>=Rô 
14>~Rô 
estabilidade do 
equilíbrio 
trivial 
instável 
estável 
instável 
estável 
estável 
estável 
quantidade de 
equilíbrios não 
triviais 
1 
o 
1 
o 
1 
2 
estabilidade do 
equilíbrio não trivial 
estável 
estável 
---
instável 
instável ou. estável 
Tabela 1: resultados obtidos para o modelo (4.1) obtidos por Liu [32]. 
Neste caso, tem-se 14> =-&:=r e iô é o valor máximo da função F(I) = p - l (1- ~ )q onde 
H_ u(!l+ó) 
- -yu+(~J+S)(IL+'Y+u) · 
Nosso objetivo, neste capítulo é considerar um modelo do tipo SIR que pode ser visto como 
caso limite do modelo SEI RS acima quando u -+ oo e S = O, generalizando a função potência 
considerada por Liu ([31), (32]). 
4.2 Modelo Genérico com Termo Facilitador da Propagação da 
Doença 
A generalização da expressão {3PS, utilizada por Liu será feita considerando-se o expoente p 
como uma função rfo(i) que depende do número de indivíduos infectados e que descreve, em 
certo sentido, a facilidade ou oposição à propagação da infecção. Inicialmente, exigiremos que 
a função 4J( i) seja contínua, positiva, monótona, sem pontos de inflexão e com 4J' (i) limitada. 
Supondo que a população total permaneça constante, isto é s +i+ r = 1, reduzimos o 
número de equações de nosso modelo para duas. 
Baseados nas considerações e comentários feitos acima, propomos um modelo geral norma-
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lizado com incidência não bilinear descrito pelo sistema: 
I s = p. - (p. + f3i4>(i))s -i = f3itP(i) s - (p. +i )i 
com s +i= 1- r , <I>( i) >O para todo i E [0, 1]. 
4.2.1 Pontos de equilíbrio do modelo 
(4.2) 
Igualando as equações do sistema ( 4.2) acima a zero e somando--as, obtemos a equação s = 
(1- R- 1i ) onde R= ;;$r· Por outro lado, da primeira equação temos s = p.-r/Ji~c·> e assim os 
pontos de equihôrio do sistema são: 
- Ponto de equilíbrio trivial Po = (1, O) que corresponde a ausência de infecção na população. 
Este ponto de equili'brio sempre existe, pois visto que <P(O) > O temos 
~ I (1.0) = p. - (f.L + t'o~co>) = o 
~ I (l ,o) = [3o4>(0) - o = o. 
-Ponto de equilíbrio não trivial P* = (s*, i*) com i• =f: O. As coordenadas deste ponto são as 
soluções do sistema ~: = * =O com i =f: O. Isto é, devemos ter 
s = p. + j3i<P(i) 
que equivale a 
e s -
(p. + 'T')i 
{3i<P(i) 
Simplificando a expressão acima, obtemos i</>(i)-1(1- R;-1i ) = R;1 , onde, Ro = ,s!.r· 
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Portanto, as soluções de equilíbrio do sistema ( 4.2) com i =I O são as soluções de 
(4.3) 
onde 
(4.4) 
Assim: a quantidade de equilíbrios não triviais depende do comportamento da função g( i) 
e do valor de RJ. 
Como s > O então 1-R-1i > O, ou seja, a fração máxima de indivíduos infectados é R, isto 
é, i < R= imax· 
4.3 Estabilidade 
4.3.1 Ponto de equilíbrio trivial 
Os resultados de estabilidade local dependem, obviamente da escolha da função tf>(i). Como o 
sistema poderá, eventualmente. não satisfazer as condições de quase linearidade para alguma 
função </>(i) quando~= O, não utilizaremos a matriz jacobiana para analisar a estabilidade local 
do ponto de equilíbrio trivial. 
Desta maneira, a análise de estabilidade do ponto de equihbrio trivial será feita considerando-
se o comportamento da variação da fração de indivíduos infectados, isto é, analisaremos di/dt. 
como s ~ 1, podemos escrever 
~: ~ {3i [il/>(i)-1 - ~1] . 
Portanto, o sinal de di/dt depende da expressão i/3 [it/l(i)-ts- .RQ1]. 
Definindo 
n = sup {it/>(i)-l} 
O<i<R 
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temos 
Se n < RQ1 então di/dt <O e o ponto de equilíbrio trivial será localmente estável. 
Se n > RQ1 temos duas situações distintas: quando n é infinito teremos sempre um i >o 
para o qual ~! >o e o ponto de equilíbrio trivial será instável. Quando n é finito, não podemos 
concluir nada de imediato sobre a estabilidade do ponto t rivial. 
A derivada da função i-f(i) onde f (i) = 1- f/J(i) é dada por 
[i - f (í)]' = [e-f(í)lni]' = e- f (i)lní [-f'(i)lni _ ~] 
e temos as seguintes possibilidades 
1. Se f' (i) > O e f (i) < O então a função i-!(i) é crescente; 
2. Se f' (i) < O e f( i) > O então a função i-f (i) é decrescente; 
3. Se f'(i) > O e f (i) > O ou se f' (i) < O e f (i) < O então a função i-f(i) pode crescer ou 
decrescer. 
Assim, o valor de n e, consequentemente o sinal de di/dt dependem exclusivamente do 
comportamento da função f (i) e do valor de Ro. 
Esta análise será feita posteriormente a partir de alguns exemplos escolhidos para a função 
r!J( i). 
4.3.2 Ponto de equilíbrio não trivial 
Como já vimos, tanto a existência bem como a quantidade de equilíbrios não triviais, i* I= O, 
dependem do comportamento da função g(i) dada por (4.4) e também do valor de Ro-
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Analisaremos a seguir a função g( i). 
~m g(i) - ~m [e-f(i)ln~(l- R- 1í)) 
t-+0 t-+0 
Jim [(tP(i)-1 ) In i] 
- e>-0 
llin (</>(i ) -1 )( - oo) 
- e<~O 
= tim [eN>(i)-l ) ln•] 
,_.o 
!im ( ,P(i)-1) lim (ln i ) 
_ e,-o .. -o 
e. portanto, como cb(O) >O e <t>'(i) é limitada, temos 
( 
O se <f>(O) > 1 
f!J g(i) = 1 se 4>(0) = 1 
+oo se 4>(0) < 1. 
Por outro lado, 
e temos as seguintes possibilidades: 
a)Se f' (i ) <O e f (i ) >O então g'(i) <O e g(i) é decrescente; 
b)Se f '(i) <O e f (i ) <O ou f' ( i ) >O então g'(i) pode ser positiva ou negativa e g(i) pode ser 
crescente ou decrescente. 
Além disso, temos que g(R) = O e g(í) é contínua em todo o intervalo (0, R]. 
No caso (b) acima a função g( i) será crescente e decrescente no intervalo (0, R] se existir 
algum valor de í nesse intervalo para o qual g' (i) =O. Por outro lado, g'(i) =O se, e somente 
se, 
-f' (i) ln í - ~ -
-!'(i) ln i 
1 - R-1i 
1 f(i) 
--R .+-. 
-t t 
e as raízes de g'(i) serão as intersecções das curvas 
k1 (i) =- f' (i ) ln i e 
~(i) = Rl__i + 4ü. 
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Substituindo a expressão f(i) = 1- </>(i), temos k1(i) = </>'(i)lni e ~(i) = R(L-:f~~i~i<f>(i1. 
Como não estamos fazendo uma escolha específica para a função potência </>(i) , as funções 
k1 {i) e k2 (i) definidas acima são genéricas, podendo ser redefinidas caso seja conveniente, de-
pendendo da expressão da função </>(i). 
Antes de analisarmos as possíveis intersecções entre as funções k1 (í) e À:2(i) ê importante 
notar que se tais intersecções existem, então estas ocorrem em pontos isolados, pois se k1 (i) e 
k2(i) coincidissem num intervalo isso implicaria em g'(i) =O nesse intervalo, o que significa que 
deveríamos ter g( i) constante nesse mesmo intervalo, o que é impossível. 
Estudo da função k1(i) 
Como já definimos acima, temos k1 (i) = <l>'(t) ln~. Os zeros da função k1(í) são as raízes da 
equação <f/ (i) ln i = O. Como estamos supondo a função </>(i) monótona, então teríamos k1 (i) = O 
quando 1n i = O, ou seja em i = 1. Portanto, no intervalo (O, R] a função k1 (i) não possue zeros. 
Temos ainda 
lim k1 (i) =Üm <t>'(t) ~ ln i. 
l-+0 t-'0 t--+0 
Como <!>' (i) é limitada e </> é monótona, temos 
. (. { +oo, se </> decrescente lim k1 1.) = 
i-.0 -oo, se </> crescente 
O estudo dos extremos da função k1 (i), ou seja a resolução da equação ki (i) = O é equivalente 
a resolver i</>11 (i) ln i + <tl (i) = O, que por sua vez pode ser reescrita como 
1 rp" (i) 
= ilni -</>'(i)· 
Integrando ambos os lados da equação acima, obtemos ln i = -<I>' (i). Ou seja, a quantidade 
de extremos da função k1(í) é igual a quantidade de intersecções entre as funções ln te -<!>'(i). 
Como a função </>(i) é monótona, temos somente duas possibilidades: ou <!>'(i) >O ou rp'(i) <O 
para todo i E (0, R]. Desta forma, os seguintes casos podem ocorrer: 
• Se <f>(i) for decrescente, isto é -<l>'(i) > O, então k1 (i) não possui extremos no intervalo 
(0, R]; 
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• Se 4>( i) for crescente, isto é, -4>' (i) < O então k1 (i) possui no máximo 1 extremo no 
intervalo (0, R]. 
Pelo fato de estarmos supondo que a função tj>(í) não possue pontos de inflexão, não é 
possível que k1 (i) possua dois extremos, pois, neste caso, a função t/>11 (i) teria que mudar de 
sinaL Portanto a função k1 (i) possui no máximo 1 extremo. 
Graficamente temos as seguintes possibilidades para a função k1(i): 
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Figura 1: k1 (i) para 4>( i) decrescente. 
J 
J 
I 
PG.20.40.1!iQ.S 1 
~  4. \ 
_.! I 
Figura 2: k1 (i) para </>(i) crescente. 
Estudo da função k2(i) 
Os zeros da função 10. (i) são as raízes da equação R- Rtj>( i) +i</>( i) = O. Resolver esta equação 
equivale a determinar as intersecções entre as curvas 4>( i) e R.f!_i . 
Por outro lado, sabemos que </>(i) é monótona e 4>(0) >O, pois <P(i) é positiva. Além disso, 
a função l-i é sempre crescente e para i = O vale 1. Temos assim as seguintes possibilidades 
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para os zeros da função k-z(i): 
</>(i) decrescente { 
</>(O) < 1 :::} k2 não possue zeros 
</>(O) 2: 1 :::} k2 possue no máximo 1 zero 
</>(i) crescente { </>(0) < 1 :::} ~ possue 1 zero </>(O) 2: 1 => ~ possue 0,1 ou 2 zeros. 
Portanto a função ~(i) possui no máximo 2 zeros. 
Temos também que 
[ +oo, se <b(O) < 1 lim /c-z(i) - -oo, se t/>(0) > 1 t---.0 i- <P'(O), se <P(O) = 1 
e 
)im k2 (i) - 00. 
~-+R 
A obtenção dos extremos da função k2 (i) nos leva a analisar a função ~(i), que é dada por 
z.'(i) = (i - R)2 (-i<J>'(i) + <P(i)] - R2 + 2Ri 
n.z [i( R- i)J2 
A função k-z (i) possui extremos se, e somente se, o numerador da expressão de Ir!;, (i) se anular 
para algum i E (0, R]. Em outras palavras, devemos resolver a equação 
- ·A.I( .) +A.(.) - R( R- 2i) 
t'+' t '+'t- (i- R)2 
Definindo X1(i) = -it/>'(i) +</>(i) e X2(i) = (f~~);) temos que os extremos da função Á:2(i) 
são as intersecções entre X 1(i) e X2(i). 
Uma análise detalhada das funções X1 (i) e X2(i) nos fornece os seguintes resultados: 
-O comportamento da função X1 (i) com relação ao crescimento e decrescimento depende da 
função <t>" (i) (pois X~ (i) = -i</>" (i)) , que por sua vez não muda de sinal, uma vez que estamos 
supondo que a função if>(i) não possui ponto de inflexão. Assim, a função X 1 (i) ou é sempre 
crescente ou sempre decrescente. Além disso, temos X1(0) = </>(0). Determinar a quantidade 
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de zeros da função X1(i) equivale a resolver a equação üjl(i) = <P(i), que pode ser reescrita 
como ~gl = f· Integrando ambos os lados obtemos a equação i = <P(i) . Portanto, a função 
X1(i ) possui no máximo 2 zeros, que são as possíveis interseções entre as curvas i e cj>(i). Dessa 
maneira, temos as seguintes possibilidades para a função X1(i), dadas pelas figuras abaixo: 
.. 
Figura. 9: função X 1 (i) para 4>(0) > 1. 
~ 
' j 
! 
Figura 4: função X1 (i ) para <;>(O)< 1. 
-Já a análise da função X2(i) é mais simples, pois X2(i) = (,:_~)3 < O para i E (O, RJ. Além 
disso, X 2(R/ 2) =O e X 2 (0) = 1. A função X2(i) é mostrada na Figura 5: 
.•. 
Figura 5: função X2(i). 
Lembrando que as intersecções entre as funções X1(i) e X2(i) nos dão a quantidade de 
extremos da função ~(i) então a função ~(i) possui no máximo 2 extremos. 
Graficamente temos as seguintes possibilidades para a função ~(i): 
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I) <fJ decrescente 
'"I , 
j 
i 
o.l ........... cu 
Figura 6: 4>(i) decrescente e 4>(0) > 1: a função ~(i) possue um único zero. 
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Figura 7: 4>(i) decrescente e 4>(0) < 1 :a função k2(i) não possue zeros. 
II) <P crescente 
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Ptgura 8: <P(t) crescente e 4>(0) > 1: a função k!(i) possue O, 1 ou 2 zeros. 
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Ftgura 9: <i>(t) crescente e cp(O) < 1: a função k2(í) possue 1 zero. 
Extremos da função g('i) 
A quantidade de extremos da função g(i) é igual ao número de intersecções das funções k1 (i) 
c k2(i). Vale a pena lembrar que tais intersecções, quando existem, ocorrem isoladamente, 
ou seja, as funções k1(i) e kz(t) não podem ser coincidentes num intervalo. Para facilitar tal 
análise, representaremos graficamente as funções kt ( t) e k2 (i) . A função representada em preto 
é a função k2(i) e as demais são 8.'> possibilidades para a função k1{i). 
I) <P decrescente 
.•. 
e; 
.. 
I 
~ - - --3 r as .. 65 •• , 
Hgura 10: <P( i) decrescente e <P(O) > 1. k2 (i) em preto e as demais são as possi bllidades para k1 (i). 
1 i ' 
., 
i 
Figum 11: <P(i) decrescente e </J(O) ~ 1. k2(i) em preto e as demais são as possibilidades para k1 (i) . 
Portanto, no caso da função <i>( i) ser uma função decrescente, a função g(t) possui no máximo 
3 extremos. 
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II) 4J( i) crescente 
•I 
2l 
•. ~b ~"---,:~:::--'!.:' 
.. 
-tO 
O, 
., 
. ., 
~ 
10 
o~ ol o.• oa o.e 
F~gura 12: q>(i) crescente e tp(O) > L k2 (~) em preto e as demais são as possibilidades pa.ra k1 (i) . 
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Fzgura 13: </>(i) crescente P </>(0) ~L k2(í) em preto e as demais são as possibilidades para k1 (i) . 
Aoatogamente, neste caso, a função g( i) possuirá no máximo 3 extremos. 
Vale notar que a quantidade de extremos da função g(i) também pode ser estimada depen-
dendo do valor de (p(O), ou seja, quando ~(O) ~ 1 esta quantidade pode ser O, 1 ou 2; já quando 
4>(0) > 1 esta quantidade pode ser O. 1, 2 ou 3. 
Gráfico de g(1) - Quantidade de Equilíbrios Não Triviais 
Lembramos que a quantidade de equilíbrios não triviais ê dada pela equação g(i) = R01. Assim, 
bl'l.seados na análise feita acima., temos as seguintes possibilidades para a função g(~): 
I) </>(i) decrescente 
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Ftgura 14: g(í) quando </>(i) decrescente e 4>(0) > 1. 
Neste caso a função g(i) possui no máximo 3 extremos. Notemos que não é possível ter O 
ou 2 extremos, visto que g( R) = O. 
Podemos ter O, 1, 2, 3 ou 4 equilíbrios não triviais, dependendo do valor de Ro. 
"'f I 
a: i 
j \ ~ >-~ .. "' 
~ ' 
... 
Figura 15: g(i) quando </>(i) decrescente e </>(0) < 1. 
Já neste caso a função g(i ) possui no máximo 2 extremos. Analogamente, notemos que não 
ê possível ter 1 extremo da função g(i) . 
Podemos ter l , 2 ou até 3 equilíbrios não triviais, dependendo do valor de&,. 
II) </>(i) crescente 
...... 
Figura 16: g( i) quando </J( i) crescente e 4>(0) > L 
Neste caso, a função g(i) possui no máximo 3 extremos e, nNovamente não é possível ter 
nem O nem 2 extremos, visto que g(R ) = O. 
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Podemos ter O, 1, 2, 3 ou 4 equilíbrios não triviais. dependendo do valor de~. a situação 
é análoga ao caso mostrado na Figura 14. 
3 01 êF~·· ~· ... 
Figura 17: g(i) quando 4J(i) crescente e <P(O) <L 
Aqui a função g(i) possui no máximo 2 extremos. Analogamente, notemos que não é possível 
ter 1 extremo da função g(i). 
Neste caso, analogamente ao caso mostrado na Figura 15, a quantidade de equilíbrios não 
triviais será 1, 2 ou até 3, dependendo do valor de~-
Notamos ainda que, quando <P(O) = 1 temos tim g(i) = 1, g(R ) = O e g(i) possui no 
,_o 
máximo 3 e"-'tremos. Desta forma os possíveis gráficos para a função g( i) são dados abaixo, 
independentemente se </>(i) é crescente ou decrescente: 
" J ' 
i 
"" -
•
7f ~ 
01 Q.2 ~ QA 
06 oz o.• o.a oi 
1 .. ('--/\ 
101 I \ ~ \ 
o 0.2: 0.4 0.1 ~ 
Figura 18: g(i) quando <P(O) = 1. 
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Estabilidade do Equilíbrio Não Trivial 
A estabilidade local do ponto de equilíbrio não trivial é analisada a partir da matriz jacobiana 
do sistema (4.2) calculada no ponto de equilíbrio não trivial P* = (s*, i*) 1 cujas coordenadas 
são as soluções de (4.3). 
Escrevendo i<P(i) como e<P(i)Ini (o que sempre vale visto que em P* temos i> 0), temos que 
a matriz jacobiana é dada por 
e 
e 
J= [ 
-{3i~(i) - f.t -{3s [i<P(i)]' l 
(3i<P(i) -(J.L + -y) + {3s [i<f>(i)]' 
[i<P(i)]' _ [e<!>( i) In i]' = e<~> C•> In i [ 4>' (i) 1n i + ~] 
= iif>{i)-1 (i<f>'(i) lni + <f>(i)]. 
Além disso, do sistema ( 4.3) temos que no equilíbrio não trivial 
Portanto podemos escrever 
s = 1-R- 1i e 
í<P(i)-1 = Rõl I S. 
[3i<f>(i ) = (J.L + l)i = (J.L + l)i J.LÍ 
s (1-R-1i ) = R- i 
{3s [ i<P(i) r = /3(1 - ]( 1i ) i<f>(i)-l [ t<f>' (i) ln i + 4>( i)] = (J.L + 'Y) [i<f>' (i ) ln i + 4>( i)] . 
Deste modo, a matriz jacobiana do sistema ( 4.2) calculada no ponto de equilíbrio não trivial 
P* é dada por 
Jp. = 
onde 
[ 
-H( i*) - 11- (IJ. + -y)G(i*) l 
H( i*) -(J.L + 1')[1- G(i*)] 
H(i) = J.tÍ R-i 
G(i) = i</>' (i) ln i + <I>( i). 
80 
O polinômio característico é dado por 
com 
e 
As condições de estabilidade de Routh-Hurwitz nos garantem que P* é localmente 
assintoticamente estável se, e somente se, os coeficientes do polinômio característico são ambos 
positivos, ou seja, devemos ter a1 > O e lL2 > O para que y• seja estável. Esta análise será feita 
posteriormente para uma função específica cjJ( i). 
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CAPÍTULO 5 
Termo Facilitador CoiDo Função dos 
Fatores de Risco de Propagação e 
Fatores de Proteção 
5.1 Introdução 
O objetivo deste capitulo é obter os resultados genéricos descritos no Capítulo 4 para uma 
escolha particular da função potência </>(i). Uma vez escolhida tal função, analisaremos de-
talhadamente o comportamento do modelo geral com incidência não bilinear e realizaremos 
também algumas simulações numéricas. 
A escolha dessa função potência deve ser feita de modo a preservar as propriedades básicas 
exigidas no Capítulo 4, isto é, a função </>(i) deve ser contínua, positiva, monótona, sem pontos 
de inflexão e com <P' ( í) limitada. Além disso desejamos que essa função represente, de certa 
forma, a "facilidade de propagação" da doença. 
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5.2 O Modelo 
Suponhamos que quando um indivíduo infectado é introduzido numa população inteiramente 
suscetível, a propagação da doença seja relativamente fácil devido ao grande número de in-
divíduos suscetíveis existente. Em outras palavras, consideramos que no início do processo a 
transmissão é mais fácil. Nesse sentido, como a função <P( i} deve descrever tal facilidade de 
propagação bem como satisfazer as condições pré-estabelecidas no Capítulo 4, escolheremos 
uma função </J(i) estritamente decrescente. Assim, quando a quantidade de indivíduos infec-
tados é pequena e a quantidade de suscetíveis é grande (in! cio do processo) a doença deve se 
propagar mais facilmente. Como com o aumento do número de indivíduos infectados, cada 
infectado tem menor chance de encontrar indivíduos suscetíveis, esperamos que isso dificulte a 
transmissão da infecção. 
Escolhemos 
<P(i) = o 1 -a~i 0 < Í < 1 03-!-1 I - (5.1) 
com a1 > a2R. 
A escolha da função 4>( i) acima foi feita para satisfazer as condições já mencionadas. Como o 
aumento do número de infectados deve provocar um decréscimo na função potência, escolhemos 
o numerador como uma função decrescente e o denominador uma função crescente em i . Embora 
ainda não tenhamos uma interpretação biológica para os parâmetros envolvidos (isso será feito 
na escolha da função potência do próximo capítulo), podemos pensar no numerador como uma 
função que envolve todos os fatores que dificultam a propagação da doença. Desta forma, os 
parâmetros a 1 e a 2 devem representar os fatores que ''protegem" os indivíduos. Já o parâmetro 
a3 deve ser escolhido de forma a representar fatores que representem "risco" de propagação da 
doença. 
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A Figura 1 mostra o comportamento da função </>(i): 
7 
o o 0.2 o 4 0.6 0.8 
Figura 1: </>(i)= o~~!r 
E, de fato </>(i) satisfaz as condições estabelecidas: 
- <P(i) > O para todo i E (0, R]. 
-</>'(i)= -'?+a~? < O, e portanto, </>(i) é monótona decrescente. 
03+i 
- <P' (i) é limitada. 
-</>11 (i) # o. 
Além disso, temos 
<P(O) = O't_ 
Ck3 
Assim, reescrevemos o modelo genérico proposto no Capítulo 4 através das equações: 
ds 
dt 
di 
dt = [..\( s, i)] - (J.L + -y) i, 
(5.2) 
onde r= 1 - s-i e ..\(s, i) = f3i~P(s,i) é a força de infecção não linear, com </>(i) dada por (5.1). 
5.3 Pontos de Equihôrio 
Os pontos de equilíbrio do sistema (5.2) de acordo com a análise feita na Seção 2.1 do Capítulo 
4, são: 
- Ponto de equiliôrio trivial Po = (1, O) , correspondente a ausência de infecção na população, 
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que sempre existe, pois como ~ > O, temos 
~ bm = JL- [.Bi~(t,o) + ~t] s - p- [.eo~ + JL] o e 
d' ~ it 1(1,0) = /30°3 - o. 
-Os pontos de equilíbrio não triviais P* = (s•, i*), com i* =f; O que são as soluções do sistema 
(5.3) 
onde 
e 
~=_p_. 
~t+! 
No Capítulo 4, vimos que a função g(i) é dada por g(i) = (1-R-1i)i-f(i) onde f ( i)= 1-4>(i). 
Neste caso, 
f(i ) = -o-1 + o-3 + (~ + oz)i. 
0'3 +~ 
(5.4) 
As soluções viáveis do sistema (5.3) devem permanecer no intervalo O< i$ im =R. Como 
já vimos no capítulo anterior, a quantidade de soluções do sistema depende da função g(i) e do 
valor de Ro, e esta quantidade pode ser 0,1,2, 3 ou no máximo 4. 
5.4 Estabilidade do Equilíbrio 'frivial 
De acordo com as observações feitas no Capítulo 4, as conclusões sobre a estabilidade do ponto 
de equilíbrio trivial P0 são obtidas a partir da análise do sistema (5.2) numa vizinhança do 
ponto (1, O) a partir da análise da variação da fração de indivíduos infecciosos, que pode ser 
reescrita como 
~ = [/3si4>(i) - l - (p +!)]i. 
Substituindo a expressão para 4>(i) dada em (5.1), obtemos: 
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pois 1 ~ s. 
dt = 
dt 
< 
No Capítulo 4 vimos que a estabilidade do equilíbrio trivial depende de n = sup i<P(i)-1 e 
O<i<R 
do valor de Ro. 
• Se n < R(;1, teremos ~ < O e o ponto de equilíbrio trivial será estável. 
•Se n > RQ1 1 então uma análise mais detalhada do valor de n possibilitará tirarmos algumas 
conclusões. 
Vamos analisar as possíveis regiões de atração do ponto de equilibrio trivial Po = (1,0) em 
função de i , dependendo do sinal do expoente. 
Para determinar n devemos analisar o comportamento da função i<l>(i)- l_ Note que 
[i<P(i )-1]' _ e{t/>(i)-l)lni [4>'(i)lni+ <P(i~-1] 
= e-f(i) lní[-f'(i) lni-~]-
Se /'(i) > O e f (i) < O então iti'(i)-1 é crescente. Temos que 
Já o sinal da função /(i) dada por (5.4) depende do numerador que é dado pela expressão 
-a1 + a3 + (1 + a2)i. A análise da estabilidade será feita distinguindo-se dois casos: 4>(0) $ 1 
e 4>(0) > 1. 
Caso 1: Consideramos a 1 $ a3 (4>(0) $1). 
O gráfico abaixo representa o numerador n(i) da função /(i). 
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0.2 0.4 0.6 
(a) (b) 
Figura 2: gráfico de n(i) quando a) a 1 < a3 e b)at = a3. 
Neste caso para i > O o expoente é sempre negativo (pois temos f(i) > O). E para i 
suficientemente pequeno, no início da propagação da infecção (r ~ O) teremos ~! > O, 
pois 
~~ - .O [(1 - r- i)i-f(i)- R01] i 
'::::! .e [(1- i)i-f(i) - .R;1] i. 
Portanto, neste caso, o ponto de equilíbrio trivial é sempre instável. 
Caso 2: Consideramos a 1 > 0'3 (q)(O) > 1). 
O gráfico abaixo representa o numerador n(i) da função f(i). 
-1 0.5 1.5 2 
Ftguro 3: n(i) quando et1 > et3 
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Na região A (semi-plano que contém a origem), temos que o expoente <f>( i) - 1 é positivo e 
na região B (semi-plano que não contém a origem), o expoente é negativo. Ou seja, temos que 
f( i) >O na região B e f( i) <O na região A. 
Portanto a função it/>(i)-l é crescente na região A e pode ser crescente ou decrescente na 
região B. 
Definindo ic = ';1+-~3 , podemos afirmar que para esse caso (a1 > a3) temos O= it(ic)-1. 
Graficamente teríamos as seguintes situações possíveis com relação à comparação dos valores 
de n e Rü1: 
l=; o.s1 ___ _____ 0.5 o.a :.: ---- -; 04 I o.2j 1 0.2 01(.// / / 
O o 0.2 o .• 0.8 o.s o o 0.2 OA 0 ,6 o. e 
00 OD 
Figura 4: it/>Ci)-1 para O< Rú1 (I) e O> Rú1 (II). 
Em (I) temos que O< R01 e ~ <O e a doença não se estabelece; o ponto trivial é estável. 
Já em (II) temos n > RQ1 , e no intervalo o < i < ic existe um valor limiar da fração de 
infectados, i, para o qual vale a implicação i < i=> ~ < O . Ou seja, quando a condição inicial 
,.... 
io satisfaz io < i a doença não se estabelece; o ponto triv"ial é estável. Já quando a condição 
,.... 
inicial io satisfaz io > i a doença pode se estabelecer ou não. 
5.5 Ponto de Equihôrio Não 'frivial 
A análise da quantidade de equilíbrios não triviais existente para o sistema (5.2) será feita a 
partir da análise da função g(í) dada em (5.3), que por sua vez depende da função f(í), dada 
por (5.4) . 
Tomaremos aqui os resultados genéricos estabelecidos no Capítulo 4 para esta escolha par-
ticular da função </>(i) dada por (5.1). Vale lembrar que tais resultados genéricos dependiam, 
basicamente, do sinal de </>'(i) (</>(i) crescente ou decrescente) e do valor de </>(0). Como temos 
aqui 4>( i) decrescente, novamente nossa análise será restrita a três possibilidades: 4>(0) < 1, 
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</>(0) = 1 ou </>(0) > 1. Em termos dos parâmetros envolvidos essas possibilidades podem ser 
reescritas como a1 < a3, a1 = a3 e a 1 >as, respectivamente. 
Reescrevendo a função g(i): 
g(i) (1 - R- 1i) exp [-f( i) ln i] 
temos que: 
Além disso 
e 
I +oo se a1 <as ~im g(i) - 1 se a1 =as l--+0 O se a1 > a3. 
g'(i) - ei-J{i) lniJ [Cl-R-1í) (-t'(i) lni-~) - R-1] 
! '(i) = - <!>'(i) = a2as + _a1 > O. (as+ ~)2 
Somente o Caso I (função </>(i) decrescente) do estudo genérico da função g(i) feito no 
Capítulo 4 será utilizado aqui, visto que <!>'(i) < O. 
Com relação ao comportamento genérico da função g(i) de acordo com a função j (i), as 
possibilidades encontradas no Capítulo 4 eram dadas por: 
-Se f' (i) < O e f ( i) > O então a função g(i) é decrescente; 
-Se f' (i) < O e f(i) <O ou f' (i) >O então a função g(i) pode ser crescente ou decrescente. 
Portanto, para nossa escolha particular da função potência </>(i), como temos /'(i) > O, a 
função g(i) pode crescer ou decrescer. 
O comportamento qualitativo da função g(i) será assim estudado nos casos </>(0) < 1, </>(0) = 
1 e if>(O) > 1, respectivamente. 
Sabemos que a determinação da quant idade de extremos da função g(i) é equivalente 
a determinar a quantidade de pontos de intersecção entre as curvas k1 (i) = -4/ (i) 1n i e 
k2(i) = R(l~f~~Dil/l(i)_ Como já mencionamos no Capítulo 4, as funções k1(i) e k2 (i) po-
dem ser redefinidas se isto facilitar a análise da função g(i). No caso 4>(0) ~ 1 as funções k1(i) 
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e kz(i) definidas no Capítulo 4 serão mantidas. Já no caso </>(0) > 1 redefiniremos as funções 
k1 (i) e kz (i) para obter informações mais específicas sobre a função g( i). 
IA) a-1 ~ a3 (ou, equivalentemente </>(0) ~ 1). 
De uma maneira geral, sabemos que quando </>(0) < 1 temos ~im g(i) = +oo, e quando 
t-+0 
</>(0) = 1 temos ~im g( i) = 1. 
l-+0 
Como já mencionado, para analisar a quantidade de extremos existente para a função g( i) 
analisaremos as intersecções entre as funções k1 (i) e ~ (i) definidas no Capítulo 4, isto é, k1 (i) = 
-</>'(i) lni e kz(i) = R(l~r~~ir<P(i). 
No Capítulo 4 verificamos que, dependendo da expressão da função <I>( i) escolhida, a função 
g( i) poderia possuir no máximo 2 extremos, podendo ser O ou 2. 
Para 4>( i) decrescente, que é o nosso caso, a única possibilidade para a função k1 (i) é descrita 
pelo gráfico abaixo. (Lembremos que aqui temos !im k(í) = + oo e k(í) não possui raízes reais). 
~-.o 
~~ \ 
2 \ 
' \ 'i~-----
0 1 2 3 4 s 
Figura 5: kt(i) 
Já para </>(i) decrescente, temos os seguintes gráficos possíveis para a função ~(i): 
(a) (b) 
Figura 6: k2(i) quando a): a1 < a-3 e b):a1 = a3. 
Voltando à função g(i), concluímos que o número máximo de extremos (máximo de inter-
secções entre k1(i) e ~(i)), é 2 (quando a1 < a3) e 3 (quando a1 = a3) podendo ser O ou 2, de 
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acordo com os gráficos abaixo: 
OI> OI ~Q4 lU 
Figura 7: g(i) quando a1 < a3 
... 
I '··~ 
1.l ~ 
·~ .... 
• • 1 ~ 
··l '-~ ] ~ 
.. , " 0-21 o•l:-a ---::-:o ,,...-.,.=, --::._-::-, --:::c ,..::::....;.i),.s oe5o o.l a.i o• a.• 1 , , 
Figura 8: g(i ) quando a 1 = a3 
Consequentemente, quando a 1 s a3 podemos ter O, 1, 2, ou até no máximo 3 equilibrios 
não triviais, dependendo do valor de RQ1. 
IB) a1 > a3 (ou, equivalentemente, 4>(0) > 1). 
De uma maneira geral, sabemos que quando IP(O) > 1 temos lim g(i) =O. 
l-tO 
Substituindo a expressão para IP(i) em g'(i), após alguns cálculos obtemos: 
g' (i) = 0~ 
a2i2 + i[a2(a3- R}- (a 1 + R)]+ a 1(R- a3) - Ra3(2 + a2 ) = 
. . Ra3(a3 - a1 ) (R- ~)(at + a2a3) 1n ~ + . . 
~ 
Ou seja, podemos redefinir as funções k1 (i) e k2 (i) por: 
e 
k; (i) 
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Assim, a quantidade de extremos da função g(i) será dada pela quantidade de intersecções 
entre as funções k1 (i) e k2 ( t). 
- Função kt (i) 
A função k1 (i) é uma função quadrática, k1 (i)= ai2 + tn +c onde 
b - a2(a3- R) - (a1 +R) 
c - a1 (R - a3)- Ra3(2 + a2). 
E, portanto, o gráfico de k1 (i) é uma parábola com concavidade para cima. A quantidade 
de zeros reais depende do sinal de 6. = tJ- 4ac, que por sua vez (após alguns cálculos) ê dado 
por 
9: 
Assim, k1 (i) possui dois zeros reais. As possibilidades para k1 (i) são mostradas na Figura 
\ .o • 
·IS •I , 
; u 
-o r. o 05 
12 
r· 
- Função 10. (i) 
\ 
·I 
to• 
I 
.02 
o 
\ Lu ; 
~: 
Figura 9: k1 (i) 
0.2 
.0.21 
.0.4 
Já para a função /0. (i) = (R- i)(at + a2a3) ln i+ R.os<;-o1} temos os resultados 
e 
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-1 -
E como nesse caso a 1 > a3, teremos k2 (i) > O e !im k2 (i) = -oo. Além disso k2 (R) < t-O 
k2 (1) <O. Assim, no intervalo (O,R] a função k (i) é sempre crescente e negativa, conforme 
Figura 10: 
Figura 10: k2 (i) 
E, portanto, teremos no máximo duas intersecções entre k1 (i) e h (i). 
Neste caso, a função g(i) terá, necessariamente um único extremo no intervalo (O,R] (pois 
devemos ter g(R) =O e portanto não é possível existir O ou 2 extremos de g(i)). A Figura 11 
mostra a função g(i): 
Figura 11: g(i) quando Ot > aa. 
Consequentemente, quando a 1 > a 3 podemos ter O, 1, ou no máximo 2 equih'brios não 
triviais, dependendo do valor de Rfí1. 
5.5.1 Estabilidade do ponto de equilíbrio não trivial 
A estabilidade local do ponto de equilíbrio não trivial será calculada através da matriz jacobiana 
do sistema (5.2), dada por 
_ [ -f..t - H(í) -(~-t+-r)G(í) ] J_ , 
H ( i) (JL + 1) [G(i) -1] 
(5.5) 
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onde 
H(i) - ~~t 
G( i) = c/>( i) + ic/>1 (i) ln i. 
O polinômio característico, obtido através do cálculo de det( J - >J) = O é dado por 
com 
a1 - 2J.L +"f+ H( i)- (J.L + "t)G(i) 
a2 = (J.L + "t) [J.L (1- G(i)) +H( i)]. 
Observe que pelo fato de t/>'(i) <O e R> 1 > i temos que G(i) >O e H(í) >O para todo 
i E (O, R]. 
De acordo com os critérios de estabilidade de Routh-Hurwitz para o caso n = 2 as condições 
necessárias e suficientes para que o ponto de equilíbrio não trivial ( s• , i•) seja localmente estável 
são a1 > O e ~ > O. Tais condições serão verificadas nas simulações numéricas. Entretanto, 
podemos obter alguns resultados preliminares, principalmente a partir da localização do ponto 
de equihôrio não trivial. Novamente faremos essa análise nos dois casos já mencionados: t/>(0) $ 
1 e t/>(0) > 1. 
IA) a1 $ a3 (ou equivalentemente, cf>(O) $ 1). 
Como já vimos, neste caso a quantidaàe de pontos de equiliôrio não triviais será 1, 2 ou 3, 
dependendo do valor de Rã1 . Assim: 
i) quando existe um único ponto de equilíbrio não trivial, este ponto localiza-se necessaria-
mente onde g' (i ) <O; 
ii) quando existem dois pontos de equilíbrios não triviais, teremos g'(i ) < O para um deles 
(pode ser o maior ou o menor) e g' (i) = O para o outro. 
iii) quando existem três pontos de equilíbrio não triviais, teremos g'(i) < O para o menor e 
para o maior deles e g' (i) > O para o intermediário. 
Como os sinais de a1 e a2 dependem da localização da coordenada do ponto de equilíbrio 
não trivial, i*, podemos tirar algumas concluisões sobre a estabilidade local. Definindo t ( i) = 
R2jf~-., temos: 
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- Se i* está localizado onde g(i) é uma função decrescente, isto é, g'(i*) <O então ocorrem 
duas possibilidades: Se G(i) < 1 (G(i) definida acima) então i* será estável; se 1 < G(i) < l-i 
então o ponto i* poderá ser estável, instável ou um centro dependendo se G(i) < t(i) , G(í) > t(i) 
ou G(i) = t(i) respectivamente. É possível que ocorra Bifurcação de Hopf quando G(i) = t(i) 
(ou, equivalentemente, a.1 = 0). 
-Se i* é um extremo da função g(i), isto é , g'(i* ) =O então o ponto será localmente estável 
sei* <R2 . 
-Se i* está localizado onde g(i) é uma função crescente, isto é, g'(i"') > O então o ponto será 
sempre instável. 
m) 0'1 > l:t3 (ou equivalentemente, 4>(0) > 1). 
Como já descrevemos acima, neste caso temos várias possibilidades para a existência de 
pontos de equilíbrio não triviais do sist-ema (5.2) dependendo do valor de R;1. Assim: 
i) quando existe um único ponto de equihbrio não trivial, este ponto localiza-se onde g'(i) = 
O; 
ü) quando existem dois pontos de equilíbrios não triviais, o menor deles localiza-se onde 
g'(i) > O e o maior deles onde g' (i) <O. 
Portanto, podemos separar nossa análise de estabilidade de acordo com a quantidade de 
pontos de equilíbrio não triviais existente. 
Caso i) Existe um único ponto de equilíbrio não trivial 
Após alguns cálculos, verifica-se que 
g'(i) = O Ç:=} G(i) = 
e assim as condições de estabilidade serão verificadas se 
a1 > O Ç:=::? 
~ = O 'Vi E (0, R] 
R 
R- i 
Ou seja, quando existe um único equilíbrio não trivial o mesmo poderá ser localmente estável 
ou instável. Se a quantidade de infectados no equilíbrio i* satisfaz i• < R2 , então o coeficiente 
a.1 será positivo. Entretanto, o fato de termos 0-2 = O significa que existe autovalor nulo e a 
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análise de estabilidade local não é suficiente. 
Caso ii) Existem dois pontos de equilíbrios não triviais. 
O menor ponto de equilíbrio, i 1 , localiza-se onde g'(i) >O. Por outro lado 
g'(i) > O ~ G(i) > ~-
Após alguns cálculos verificamos que: 
a1 > O ~ G(i) 
G.2 > O ~ G(i) 
< R2±R-i 
R- i 
R 
< R-t' 
o que contradiz o fato de termos g'(i) > O. Isto implica que no menor equilíbrio não trivial 
teremos sempre l12 < O. Portanto i 1 é sempre instável. O maior equilíbrio não trivial, i2, 
localiza-se onde g'(i) < O. Para g(i) ser uma função decrescente temos duas possibilidades: a) 
G(i) < 1 ou b) 1 < G(i) < RR_i. 
Supondo inicialmente que G(i) < 1, temos 
e 
a1 = 2p + 1 + H(i) - (J.L + 1)G(i) > 
> 2JL + 1' +H( i) - (JL + -y) 
J.L +H( i)> O 
l12 = (JL+!)[JL+H(i)-JLG(i))> 
> (JL + 1) (J.t + H( i) - JL] 
- (J.L +!)H( i) >O. 
Portanto, o ponto de equilfbrio não trivial t2 será sempre estável se G(i2) < 1. 
Supondo agora que 1 < G(i) < l-i teremos 
al - 2p + 1 +H( i)- (JL + !)G(i) 
-
-{P+-rHR-i)[G{i}-l)±Rp 
R-i 
e 
G.2 = (JL +!)[ti+ H(i)- ttG(i)J. 
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Como G(i) > 1 temos 
e 
Ou seja, a estabilidade de i2, neste caso depende do sinal de a1• Como l1l.2 >O para qualquer 
valor de i no intervalo (0, R) temos: se a1 < O então i2 será instável; se a1 > O então i2 será 
estável; e, finalmente se a 1 = O então i 2 será um centro. Em outras palavras, podemos dizer 
que quando a1 =O (ou G(i) = t (i)) pode ocorrer bifurcação de Hopf. 
De uma maneira geral, podemos resumir os resultados acima na Tabela 1: 
estabilidade do quantidade de estabilidade do 
condições equilíbrio equilíbrios não equilíbrio não 
trivial triviais trivial 
instável ou 
IA) a1 ~ a3 instável O, 1, 2 ou 3 
estável 
instável ou instável ou 
IB) a1 > et3 
estável 
o, 1 ou 2 
estável 
Tabela 1 
5.6 Simulações Numéricas 
As simulações numéricas foram realizadas com os valores JL = O, 06, "f = O, 067 e /3 = O, 333 
fixos, com o objetivo de perceber a influência dos parâmetros a1 , a 2 e a3 no comportamento 
qualitativo do modelo. 
É importante observar que, uma vez incorporada a incidência não bilinear ao modelo, os 
resultados clássicos sobre o valor limiar não são mais válidos. Nesse sentido, o parâmetro f3 é 
importante na determinação da existência (caso a 1 > a3) e coordenadas dos pontos de equilíbrio 
não triviais mas não é suficiente para garantir os resultados de estabilidade. 
Para a 1 > a 3 já verificamos que o ponto de equilíbrio trivial pode ser localmente assinto-
ticamente estável ou instável, e, desta forma, pode ser possível, sob certas condições, controlar 
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a doença. O mesmo não ocorre no modelo proposto por Liu, visto que naquele modelo o ponto 
de equilíbrio trivial era LAE somente quando o expoente era maior que 1. 
Verificamos ainda que, dependendo dos valores dos parâmetros, o comportamento do modelo 
depende das condições iniciais. Desta forma, a quantidade de indivíduos infectados introduzidos 
na população determina se a doença conseguirá se estabelecer ou não. 
A seguir representamos graficamente algumas das várias possibilidades para os compor-
tamentos qualitativos das soluções do modelo. Indicamos, em cada gráfico, os valores dos 
parâmetros bem como a quantidade inicial de indivíduos infectados, io. A solução numérica 
foi obtida através de algoritmos que utilizam o método de Runge Kutta de quarta ordem e os 
gráficos foram feitos no programa Excel. 
~ ::y ~ 
~ o.• 
" . 
0,0 --------,--- --
o 
1,0 , 
500 
~(ano.) 
1000 
1:}1..---
o 1000 
(a) 
I 
(b) 
'l J·~ 
0.0 
o 500 1000 
...,(lnOe) 
1,0 l 
i 0,51 
5 
0,0 
o 500 1000 
W..,0 (-1 
Figuro 12: gráfico da solução para a 1 = 2; a2 = 1; 0'3 = 0,5 quando a) io = O, 31 e 
b) io = 0,32. 
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1,0 0,008 
.. I o.~ 1\ • l 0,5 -• " 0 ,0 0,000 
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tMr.,o (anoa) ~{anoe) 
(a) 
1,0-
'' t 1 o; 1 i 0,5 
0.0 00 
o 500 1000 o 500 1000 
tMr.,o (anos) ~(anos) 
(b) 
Figura 13: gráfico da solução para 01 = 2; 02 = O, 5; 03 = l, 5 quando a) io =O, 007 
e b) io = 0,008. 
I '·' 1 1,0 1 
, I" f li,, 
0,0 00 
I o 500 1000 o soa 1000 
tMr.,o (anoa) *"PO(anoa) 
Figura 14: gráfico da solução para o1 = 1; a2 =O, 5; 03 = 2, e io =O, 1. 
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Figura 15: gráfico da solução para a 1 =O, 5; 02 =O, 1; a3 =O, 5, e io =O, 1. 
Observemos que nos dois primeiros gráficos (Figura 12), apenas a condição inicial foi alte-
rada. Desta forma, verificamos que para o 1 = 2; 02 = 1 e 03 = 0.5 ( o 1 > 03), a fração limiar 
de indivíduos infecciosos encontra-se no intervalo (O, 31, O, 32). Isto significa que, para este 
conjunto de parâmetros, se a fração inicial de indivíduos infectados for inferior a 0.31, então a 
doença não consegue se manter na população. Já quando essa quantidade inicial de infectados 
é maior que 0.32, a solução tende a um nivel endêmico da doença. Para o segundo conjunto 
de valores dos parâmetros (Figura 13), 01 = 2; 02 = 0,5:03 = 1,5 (a1 > 03), essa quantidade 
limiar de indivíduos infectados está em (O, 007, O, 008), e a interpretação é análoga. Embora em 
ambos os casos tenhamos 01 > a3, o segundo conjunto de valores dos parâmetros faz com que 
o modelo seja ainda mais sensível ãs condições iniciais. Em outras palavras, podemos concluir 
que no primeiro caso (a1 = 2; o2 = 1 e 03 = 0,5), seria mais fácil "controlar" a doença do 
que no segundo caso (a1 = 2;a2 = O,S;a3 = 1,5 ). Já quando a1 < a3, nas simulações acima 
(Figuras 14 e 15), o sistema convergia para P*. Entretanto, em alguns casos, como era de 
se esperar, ocorreram problemas numéricos, visto que o ponto de equilíbrio trivial é sempre 
instável e o ponto de equilíbrio não trivial também pode ser instável. Mesmo quando o ponto 
de equilíbrio não trivial é localmente estável, podem ocorrer problemas numéricos quando, por 
exemplo, o valor de i* é muito pequeno (para alguns conjuntos de parâmetros chegamos a 
encontrar i* ~ w-10). 
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CAPÍTULO 6 
Taxa de Incidência Não-Bilinear 
Dependente dos Indivíduos 
Infectados e Recuperados 
6.1 Introdução 
Neste capítulo, escolheremos uma função potência <P bastante genérica que considera não ape-
nas os indivíduos infectados mas também alguns aspectos relacionados com as densidades de 
indivíduos suscetíveis e recuperados, como, por exemplo, a hostilidade do ambiente (que desfa-
vorece a propagação de uma doença) , a imunidade coletiva conferida pelos indivíduos imunes, 
etc. . Embora a situação seja completamente diferente daquela descrita no Capítulo 5 (pois aqui 
a função potência não depende de uma única variável), veremos que sob certas condições os 
resultados obtidos são similares com relação aos equilíbrios do sistema. 
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6.2 O Modelo 
Consideremos um modelo SIR com uma taxa de incidência na qual permitimos que o valor da 
potência do modelo de Liu [32] dependa do número de indivíduos de cada classe. 
Admitimos que as "proteções" sejam uma medida de como os indivíduos imunes e o ambiente 
se opõe a um contato adequado (dificultando a propagação da doença) , e o "risco" indique a 
habilidade da transmissão da infecção quando um contato adequado ocorre entre suscetíveis e 
infectados. 
Dessa forma, as suposições que determinam esta dependência são: 
a) a heterogeneidade espacial e a imunidade "coletiva" contribuem para levar o sistema ao 
ponto de equilíbrio trivial. Assumimos que a proteção fornecida pela imunidade coletiva obedece 
a uma relação linear com relação a r , enquanto que o termo constante Po representa barreiras 
naturais. Assim a função de "proteção" considerada pode ser dada por: </>p(r) -Po + P r. 
b) o risco representado pelos portadores contribuem para levar o sistema ao ponto de equi-
líbrio não trivial. Assumimos novamente uma relação linear para esta forma de risco com 
relação as e i, isto é, a função de "nsco" é dada por: <l>ii(s, i) =as+ h i . 
Note que se Pô >P então o ambiente é hostil para o espalhamento da doença e esta hostilidade 
protege mais os individuas suscetíveis do que a imunidade coletiva. Por outro lado, é razoável 
supor que os infectados provocam um risco maior do que os suscetíveis e, nesse sentido supomos 
h> a. 
Considerando as duas suposições acima, isto é, os indivíduos imunes mais o ambiente podem 
ser considerados como barreiras contra o espalhamento da infecção, enquanto que indivíduos 
suscetíveis e infectados facilitam a transmissão do vírus, a Junção potência de infecciosidade 4> 
é descrita por 
4J Po + p(l - s - i) 4> = ~ =? <J>(s,i) = 
.,,. s + hi 
(6.1) 
onde PO =Po ja , p =P j a, h =h ja e r= 1-s-i. 
Os parâmetros p e Po representam, respectivamente, as proteções conferidas pela imunidade 
coletiva e pelo ambiente, e h é o risco devido aos portadores distribuídos de forma heterogênea 
na comunidade. 
Como a função </> apresentada acima depende tanto dos individuas infectados como também 
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dos suscetíveis, não podemos aplicar diretamente os resultados genéricos obtidos no Capítulo 
4. 
A partir das suposições acima, nosso modelo é descrito pelas equações: 
{ 
~ = p.- [>.(s, i)+ JL] s 
~ = [>.(s,i)]- (JL +I')i, 
(6.2) 
onde r= 1-s -i e >.(s, i)= {3ii/J(Il,i)s é a força de infecção não linear com <f>(s, i) dada por (6.1). 
6.3 Pontos de Equilíbrio 
Os pontos de equilíbrio do sistema (6.2) de acordo com a análise feita na Seção 2.1 do Capítulo 
4, são: 
-Ponto de equilíbrio trivial Po = (1, 0), correspondente a ausência de infecção na população, 
que sempre existe, pois como Po > O, temos 
~ 1(1.0) = J.1.- [f3i<P(l,O) + J.L] S = O e 
di 
di b,o) = {3()PO - o. 
-Os pontos de equilíbrio não triviais P* = (s", i*), com i*# O que são as soluções do sistema 
(6.3) 
onde 
e 
J.L R=--
J.L+I' 
~=-(3-. 
J.L+')' 
No Capítulo 4, vimos que a função g(i) é dada por g(i) = (1-R- 1i)i-/(i) onde f( i) = 1-cf>(i). 
Assim1 uma vez considerada a situação de equilíbrio, devemos escrever a função </>(i) somente 
em termos do número de indivíduos infectados. 
É importante salientar que essa análise é distinta da análise feita no Capítulo 4, pois naquele 
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capítulo analisamos a dinâmica do modelo e agora já estamos supondo a situação de equilíbrio 
para poder trabalhar com uma função de uma única variável. 
Usando o fato que no equilíbrio a quantidade de indivíduos suscetíveis é dada por s -
1 - R-1i, obtemos 
. 1-Po- (p(R- 1 -1) + R-1 - h] i 
f (t) = 1- (R- 1 -h)i . (6.4) 
As soluções viáveis do sistema (6.3) devem permanecer no intervalo O < i$ Ím =R. 
6.4 Estabilidade do Equilíbrio Trivial 
As conclusões sobre a estabilidade do ponto de equilJbrio tri'lrial Po são obtidas a partir da 
análise do sistema (6.2) numa vizinhança. do ponto (1, 0), novamente a partir da expressão para 
a variação da fração de indivíduos infecciososque é dada por 
* - [,Bsi<P(s,i}-1 - (~ + -y) J i. 
Substituindo a expressão para <P(s, i) dada em (6.1) e usando o fato que s +i+ r = 1, 
obtemos: 
[ 
Po-l+(p+I)r-~h-l)i l ~~ = (Jsi 1-r+(h-1 i _ (J.L- + -y) i 
[ 
Po-l+(p+l)r-(~-1)~ ] 
< (3 . 1-r+(h-1)1 p-1 . 
't - ""' 't, 
pois 1 ~ 1 - r - i = s. 
Aqui também a estabilidade do ponto de equilibrio trivial depende do comportamento 
eo-l+(p+l)r -(h-l)i 
da função i 1 r+(" 1>• Como nossa função potência 4> depende também dos indivíduos 
imunes, definimos 
n(r,) = sup i 
O<i<im 
po-l+(p+l)r 1 -(h-l)i 
1- rt+(h.- l)i 
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necessária para se obter uma estimativa razoável para Ro. Dessa forma, essa "quantidade de 
informação" seria então considerada como a quantidade de estágios infecciosos, visto que é esta 
quantidade que altera o valor de RQ. 
Já na Parte II a heterogeneidade foi incorporada modificando-se a taxa de incidência. Além 
disso, generalizamos um modelo com taxa de incidência não bilinear onde o expoente conside-
rado era constante (proposto por Liu), fazendo com que esse expoente variasse com relação aos 
infectados. 
Do ponto de vista epidemiológico, a modificação da taxa de incidência pode alterar con-
sideravelmente o tipo de comportamento qualitativo do modelo, dependendo dos valores dos 
parâmetros. Podemos obter, por exemplo, soluções periódicas ou múltiplos pontos de equilíbrios 
não triviais. 
Embora bastante genérico, o modelo proposto no Capítulo 4 permitiu obter resultados 
analíticos sobre a função potência 4J(i) indicando a existência de diferentes comportamentos 
qualitativos. 
A escolha da função ~(i) apresentada no Capítulo 5 resultou de uma sequência de tentativas 
mal sucedidas (no sentido de impossibilitar a análise do modelo). Embora sem uma interpre-
tação biológica precisa com relação ao significado dos parâmetros envolvidos, essa função foi 
fundamental na formulação da função considerada no Capítulo 6. 
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de tratamento. O esquema compartimental correspondente é dado abaixo 
Figura 1 
b )cada indivíduo infeccioso, dependendo do estágio recebe um t ratamento específico, in-
gressando numa classe Tj. Novamente possibilitamos o abandono de tratamento incluindo uma 
taxa de retorno aos suscetíveis. O esquema compartimental é 
... h0 
IJL 
" 
Figura2 
Outro resultado bastante importante ao nosso ver é o fato de obtermos um valor máximo 
para oRo quando k--+ oo. Isto nos parece bastante razoável uma vez que um valor ilimitado 
para Ro não retrataria a realidade (fazer k--+ oo significa, na prática, considerar cada individuo 
infectado como um estágio infeccioso diferente. Entretanto, como na prática k é limitado, é 
razoável obter Ro limitado). Quanto aos resultados sobre o acréscimo no valor de Ro com a 
introdução de novos estágios infecciosos, testamos também o modelo do Capítulo 2 para alguns 
casos específicos. Por exemplo, consideramos que os períodos infecciosos 'Y!\ 1'2\ . . . , 1,i;1 se 
apresentam numa sequência crescente (ou, equivalentemente, temos 'Yí em sequência decres-
cente). Ainda neste caso obtivemos uma limitação para o valor de Ro. 
Uma questão ainda em aberto é a possibilidade de interpretar Ro como uma medida de en-
tropia, no sentido de analisar (utilizando teoria da informação) qual a quantidade de informação 
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Comentários Finais 
Na primeira parte desse trabalho apresentamos e analisamos detalhadamente dois modelos 
que consideram aspectos heterogêneos da população e, apesar da heterogeneidade incorporada, 
as suposiçõpes básicas permitiram a formulação dos modelos considerando taxa de incidência 
bilinear. 
O principal resultado obtido para tais modelos foi a obtenção do valor de reprodutibílí-
dade basal a partir do termo independente do polinômio característico. Consideramos que tal 
resultado é extremamente útil não só do ponto de vista matemático (basta calcular o determi-
nante da matriz jacobiana do sistema no ponto de equihbrio trivial) , como também do ponto 
de vista epidemiológico (obtemos uma expressão analítica para Ro em função dos parâmetros 
envolvidos), pois esse parâmetro auxilia também na escolha de medidas de controle e prevenção. 
A conjectura apresentada, de que tal resultado seria válido para todos os modelos com taxa 
de incidéncia bilinear baseia-se no fato de que todos os modelos por nós estudados (com taxa 
de incidência bilinear) verificam tal resultado. Além disso, o resultado continuou válido quando 
testamos outros modelos do tipo SEljRS considerando k diferentes estágios infecciosos. Por 
exemplo, formulamos um modelo SEijRS com as mesmas características do modelo apresen-
tado no Capítulo 2 incluindo uma taxa adicional de remoção para os indivíduos infecciosos. 
Esta taxa adicional pode representar, por exemplo, indivíduos que iniciam tratamento. Este 
novo modelo foi analisado em dois diferentes casos: 
a) os indivíduos removidos (com taxas específicas de remoção) são transferidos para uma 
classe T de tratamento na qual incluímos a possibilidade de retorno aos suscetíveis por abandono 
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Flgura 35: Po = 2; p = O, 001; h= 50000, {3 = 250 e i o = L 50459x1o-s 
Para os valores dos parâmetros utilizados na Figura 29 temos um único ponto de equilíbrio 
não trivial localmente estável, para o qual a solução convergiu. Neste caso, para qualquer valor 
de {3 sempre existe um único ponto de equilíbrionão trivial, porém para valores suficientemente 
grandes de {3, este ponto passa a ser instável e ocorrem problemas numéricos nas simulações. 
Para os valores dos parâmetros utilizados na Figura 30 existem três equilíbrios não triviais, 
sendo que apenas o menor deles ê localmente assintoticamente estável. Notemos que, embora 
o valor de i* seja muito pequeno, o ponto não é o trivial, pois s• '# 1. Este fato ( a coordenada 
de i * ser muito próxima de zero) também acarreta problemas numéricos. Podemos observar 
pelo gráfico, que há uma queda brusca no valor dos infectados e o fato de i* se aproximar de 
zero gera problemas numéricos devida à instabilidade do ponto de equilíbrio trivial. Novamente 
neste caso, existem valores de {3 que tornam o ponto de equilíbrio não trivial instável. 
Nas Figuras 31, 32 e 33 variamos apenas o valor do parâmetro {3, com o objetivo de visualizar 
as mudanças no comportamento do modelo de acordo com esse parâmetro. Para {3 = O, 01 
(Figura 34), existe apenas um ponto de equilíbrio não trivial localmente estável, para o qual o 
sistema converge. Para {3 = 0,05 (Figura 32), existem três pontos de equilíbrios não triviais, 
sendo localmente estável apenas o menor deles. Novamente a solução tende à esse ponto. Já 
para {3 = 1 (Figura 33), o modelo volta a ter apenas um equilíbrio não trivial, ainda localmente 
estável. A medida qua f3 cresce, esse ponto passa de estável para instável. 
Já nas Figuras 34 e 35 apenas a condição inicial foi alterada. Novamente (como já visto nas 
simulações numéricas do Capítulo 5) detectamos que a fração limiar inicial de infectados que 
define se a doença se estabelece ou não na população, está no intervalo (0,0521735;0, 052174). 
Obs: Os resultados dos valores utilizados para {3 relacionados às Figuras 29 à 33 encontram-
se na Tabela 2 e os valores utilizados nas Figuras 34 e 35 correspondem à Tabela 6. 
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h g(i) (3 et]Uil(brios estabdidade 
não trivtats- i* 
50000 0, 001 ----
.. 
:.u 
250 0, 163083xl0- 4 instável 
0, 288325xlo- 3 LAE 
Tabela 6: Po = 2, p = 0,001 
Os gráficos abaixo representam alguns dos comportamentos da solução do modelo, depen-
dendo da condição inicial. 
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500 
1S 
h g(i) f3 equilíbrios 
não triviais- i* 
1000 40000 ----
.. , 
•· 0 
:.U 
50000 O, 184451xl0-5 
O, 718397xlo-s 
8089,89* 5000 - ---
"I ~· ! Í\ 
·.L OA .. \ ' 0,350641xl0- 4 5000 
O, 17 4984x10-3 
----
50 
15000 :.~ 100 O, 964813x10-
4 
O, 251151xl 0- 3 
500000 
0, 107788x10-7 
o, 288372xl0-3 
Tabela 5: Po = 1,5,JJ = 2 
(R-1 - 1) 
* valor para o qual temos h = R- 1 + P Po 
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estabilidade 
instável 
instável 
instável 
instável 
LAE 
instável 
instável 
instável 
estável 
h g(i) /3 
equilíbrios 
não triviais- i* 
1000 50 ----
~  
,, 
·r .. , e.1 u .. ~ ,_, ... 
60 O, 245921xl0-5 
5201* 50 ----
.. I :~ ~'j ........ ' 
60 0, 383784x10-4 
0,9 ----
1 0,127491x10- 3 
'l I~~ 15000 ~. " .. .. ' 0,183827xl0-3 
100 0,287647x10- 3 
10000 o, 28837lxlo- 3 
Tabela 4: Po = I,p = 0,5 
(R-1-1) 
* valor para o qual temos h = R-1 + P 'PO 
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estabilidade 
instável 
instável 
instável 
instável 
instável 
LAE 
h g(i) {3 equilíbrios 
não triviais- i* 
100 15 0,17306xl0-5 
~L 
100 0, 389974x10-4 
3814, 33* 10 
.,, 
.L " I 
:~ 
15 
10 o, 696601x10- 7 
13, 52 O, 168487x1o-s 
0,994404x10-4 
.. o, 107447x1o-3 
5000 ·l 
• 11 
0,820307xl0-5 I I 15 ·~~~n~, .. .; 
0, 263081xl0-4 
O, 165678xl0-3 
100000 0,288367xl0-3 
Tabela 3: Po = O, 9, p = O, 09 
(R- 1 - 1} 
*valor para o qual temos h= R-1 + P PO 
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estabilidade 
LAE 
instável 
LAE 
instável 
LAE 
LAE 
instável 
instável 
instável 
instável 
instável 
LAE 
h g(i) /3 
equilíbrios 
não triviais- i* 
10 0,05 O, 873023x10-6 
.L :I 
• I 
• 0.. ! .. ., u 
100 O, 132086xl0-3 
4161* 0,05 0,918149xl0-6 
~L 
1 O, 122416x10-3 
"I\ 
0, 374892x1o-s 
15000 dl 0,08 o, 537560xl0- 4 
.I 
0,108324xl0-4 'I •• o~.:S:ilt.1 
0,01 O, 373267x10-7 
:. ~ 0,05 O, 117624xl0-
5 
20000 0,603745xl0-4 
0,926458x10-4 ~l"'~••v 
1 0,2278395xlo- 3 
Tabela 2: Po = 0,5,p =O, 1 
(R-1 -1) 
* valor para o qual temos h = R- 1 + P P<l 
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estabilidade 
LAE 
instável 
LAE 
instável 
LAE 
instável 
instável 
LAE 
LAE 
instável 
instável 
LAE 
-Apesar de conseguirmos determinar a estabilidade local dos pontos de equilíbrio em todos 
os casos considerados, problemas de ordem numérica ocorreram na simulação da dinâmica da 
infecção em alguns casos, como por exemplo: valor de i * muito próximo de Ímax, a partir do qual 
a função g( i) passaria a ser negativa; existência de mais de um ponto de equilíbrio (um estável 
e outro instável) com coordenadas de i* muito próximas; valor de i* estável muito pequeno. 
Apresentamos a seguir algumas tabelas com resultados sobre estabilidade. 
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suficiente para determinar, sozinha, grandes alterações no comportamento qualitativo. 
- Uma vez fixados os valores dos parâmetros p e Po, a variação do parâmetro h acarreta 
mudanças consideráveis no comportamento qualitativo da função g(i). Por exemplo, no caso 
Po < 1 é o valor de h que determina se é possível ter apenas um ou três equilíbrios não triviais, 
pois variand<rse este parâmetro obtemos as possíveis formas para a função g(i) descritas pelos 
gráficos correspondentes aos casos Bll e B22. 
- A estabilidade é determinada, entre outros fatores, por uma relação entre os valores de /3 e 
h. Nas simulações realizadas para o caso Po < 1 (para o qual sempre existe pelo menos um ponto 
de equilíbrio não trivial), verificamos que para alguns valores de /3 e h, o ponto de equilíbrio 
trivial poderia ser estável ou instável. Caso existisse mais de um ponto de equilíbrio não trivial, 
os maiores eram sempre instáveis e o menor poderia ser estável ou instável, dependendo dos 
valores de {3 e h. Para tentar entender essa relação, procedemos da seguinte maneira: para 
cada valor fixo de h determinamos qual o menor valor de /3 para o qual o ponto de equilíbrio 
não trivial passa a ser instável (no caso de existir mais de um ponto de equilíbrio não trivial, 
determinamos o menor valor de {3 para que o menor ponto de equilíbrio passasse de estável 
para instável). O gráfico abaixo mostra essa relação. Desta forma, notamos que deve haver 
uma "compensação" entre os valores desses parâmetros, no sentido de permitir que a doença 
se estabeleça. Em outras palavras, como ambos os parâmetros contribuem para a propagação 
da doença, se o valor de h ("risco") é muito grande, então {3 (coeficiente de transmissão) não 
pode ser muito alto. 
beta 
Figura 28: {3(h) . 
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a) ter uma visão genérica sobre o comportamento qualitativo do modelo; 
b) ter uma idéia sobre a influência de cada parâmetro no modelo; 
c) detectar possíveis problemas numéricos; 
d) generalizar resultados sobre a estabilidade dos pontos de equilíbrio do modelo. 
Desta forma, separamos inicialmente as simulações em 3 casos: po < 1, Po = 1 e po > 
1. Os valores utilizados para os parâmetros f.1. e ''f foram fixados em f.1. = 0.015 e 'Y = 52, 
correspondendo, respectivamente, à uma expectativa de vida de J.L- 1 ~ 67 anos e um período 
de recuperação de 'Y-1 ~ 7 dias. Esta escolha nos fornece imax = R- 1 = 0.0002883. 
Para cada valor escolhido do parâmetro p0 (barreira natural), escolhemos dois valores dis-
tintos do parâmetro p (proteção conferida pelos imunidade coletiva). 
Como ponto de partida para atribuir valores para o parâmetro h (risco devido aos indivíduos 
infectados), escolhemos h= R-1 + p(R-l -l), que corresponde ao valor para o qual o expoente PO 
1-4>( i) é constante. Essa escolha deve-se ao fato de sabermos o comportamento do modelo com 
relação à quantidade de pontos de equilíbrio (não com relação à estabilidade) nesse caso, uma 
vez que esse conjunto de parâmetros reproduz o expoente considerado por Liu. A partir desse 
valor para o parâmetro h, escolhemos ainda dois valores menores e dois maiores, com o objetivo 
de observar as mudanças qualitativas do modelo (principalmente com relação à quantidade de 
equilíbrios não triviais). 
Para atribuir valores para o parâmetro f3 (lembremos que este parâmetro influi apenas no 
valor de ~1 e não na função g(i)), verificamos inicialmente que valores possibilitavam cobrir os 
casos previstos com relação à quantidade de equilíbrios não tri-v;ais. Desta maneira, para cada 
conjunto de valores para os parâmetros p0 , p e h escolhemos, no mínimo, três valores distintos 
para p. 
Considerando os fatos levantados acima temos que o número de simulações numéricas rea-
lizadas foi, portanto, superior a 6x2x5x3 = 180. 
Antes de apresentarmos algumas dessas simulações, valem algumas observações. No decorrer 
da realização das simulações numéricas, notamos que: 
- O modelo é pouco sensível ao parâmetro p, isto é, uma grande variação em p acarreta 
pouca variação na função g{i) . Podemos concluir, desta forma, que a imunidade coletiva não é 
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onde 
Po+p-p(s+i) 
a1(s, i) = i s+hi 
Po+p- p(s+í) 
s+hi 
[
l _ Po + p + p( h - 1 )i 8 ln i] (s + hi)2 
[
Po + p-p(s +i) _ (Po + p) h-p(h- l )s ln ·] 
(s+hi)i (s+hi)2 2 • 
A estabilidade de cada ponto de equilíbrio não trivial ( s\ i*) depende dos autovalores da 
matriz(6.7) calculada nesses pontos. Após vários cálculos, obtemos 
a2(s*,i*) 
- íl- f(i") [l_Po+p+p(h-l)i*s*lni*] 
(s* + hi*)2 
·1-f(í") [1- f( i*) _ (Po + p) h- p(h -l)s* l ·•] 
- 2 • 2 nt . 
z* (s* + hi*) 
O cálculo de det( J* - M) = O nos fornece o seguinte polinômio característico 
com 
a1 = J.L[al(s*,i*)+R-1 + 1-a2(s*,i*)) 
a2 - J.L2{[1+ai(s*,i*)]Jt1 -a2(s*,i*)}. 
De acordo com os critérios de estabilidade de Routh-Hurwitz para o caso n = 2 as condições 
necessárias e suficientes para que o ponto de equilíbrio não trivial ( s*, i*) seja localmente estável 
são a1 > O e a2 > O. 
Devido a complexidade das expressões para estes coeficientes, essa análise será feita numeri-
camente, após obter, também numericamente, as coordenadas do ponto (s*,i*). Entretanto, é 
fácil ver que quando h > 1 (que é o caso que estamos considerando) temos sempre a1 ( s*, i*) > O. 
6.6 Simulações Numéricas 
Os valores atribuidos aos parâmetros escolhidos para realizar as simulações numéricas visaram 
atingir, basicamente, os seguintes resultados: 
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da doença, no equilíbrio temos 
com g(i) = (1 - R-1i)i-f(i) _ Desta forma, g(i) ~ O para O S i S R < 1 (que é o 
intervalo de interesse). Assim, para Ro finito não temos ponto de equilíbrio não trivial. 
Quando Ro ~ oo, e portanto Rõ1 ~O, temos um ponto de equilíbrio não trivial, visto 
que g(i) ~O. Em outras palavras, quando o ambiente é hostil à propagação da doença, a 
doença só se mantém na população para valores de Ro suficientemente grandes. Ou seja, 
para compensar a hostilidade do ambiente, um individuo infectado tem que ser capaz de 
produzir um número muito grande de novas infecções. Novamente temos que no modelo 
de Liu este caso não é analisado, isto é, o expoente só assume valores positivos. 
6.5.1 Estabilidade do ponto de equilíbrio não trivial 
Reescrevendo o modelo dado pelo sistema (6.2) 
{ 
po+p-p(s+i) 
~ = f.L - f.LS - f3si s+hi = F1 ( s, i) 
. po+p-p(s+i) 
~; = f3si s+hi -(p+'Y)i F2(s,i). 
(6.6) 
As funções F1. ( s, i) e F2 (s, i) podem ser escritas como 
A matriz jacobiana do sistema acima (6.6) é dada por 
[ 
-J1- f3a1(s,i) -f3sa2(s,i ) l 
J= f3a1(s,i) - (Jl+'Y)+,6sa2(s,i) 
(6.7) 
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existência de equilibrios não triviais dependia do valor de Ro (conforme Figura 26). 
0.2 0.4 'i!~ 0.8 1 
--------
Figura 26: g(i) e Kõ1 -
• Po = 1 :9 /(i)= O e h= R-1 +p(R-1 -1). Para um ambiente neutro, o modelo equivale ao 
modelo clássico, pois no equilíbrio temos 
com g( i) = 1 - Ri. Quando Ro 2: 1 existe um ponto de equilibrio não trivial, quando 
Ro < 1 não existe equillbrio não trivial. No modelo proposto por Liu não era considerado 
o caso do expoente ser nulo. para o nosso modelo temos o gráfico dado pela Figura 27: 
Fígura 27: g(i ) e Kõ1 . 
• p0 ---+ oo =;./(i)- -oo e h= E_-1 . Já para um ambiente completamente hostil à propagação 
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parâmetros do modelo. 
Se Po > 1 (caso III), então é possível que exista O, 1 ou no máximo 2 equilíbrios não triviais, 
dependendo dos outros parâmetros. Neste caso, por exemplo, se Ro for suficientemente 
pequeno (R{;1 é grande) então não haverá equilíbrio não trivial, o que também ê bastante 
razoável. O fato de termos Po > 1 indica que a barreira natural pode ser suficiente 
para conter o espalhamento da doença, desde que Ro seja também pequeno o suficiente. 
Quando Po é grande (Po -t oo), podemos interpretar o ambiente como um ambiente hostil 
à propagação da doença. 
Antes de fazermos análise de estabilidade dos pontos de equilíbrio do modelo, estabelecemos 
uma comparação entre o modelo proposto por Liu ([32]) e os resultados obtidos aqui com relação 
à determinação dos pontos de equilíbrio. 
Lembremos que no modelo de Liu o expoente considerado era constante, o que equivale a 
considerar f'( i)= [1 - 4>(i)]' =O, o que ocorre se e somente se 
h = R-1 + p( R-1 - 1) . 
Po 
Substituindo esse valor de h (para o qual f' (i) =O) em f ( i), obtemos /(i)= 1 -PQ, e temos 
os seguintes casos particulares dependendo do valor do parâmetro po: 
• Po =O=> f (i) = 1 e h-+ oo. Neste caso, no equilíbrio teremos 
{ 
g(i) = Rõl 
s = 1- R- 1i 
com g(i) = ~ - R- 1 . Portanto, quando o ambiente é deteriorado sempre teremos um 
ponto de equilíbrio não trivial. No modelo de Liu, quando o expoente era igual a 1, a 
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Desta forma, podemos sintetizar os principais resultados qualitativos na Tabela 1: 
quantidade 
equilíbrio de 
caso condições 
trivial equilíbrios 
não triviais 
I) O< Po < 1 I.a) 1 < h < R-1 instável 1 
I.b) R- 1 <h 0 < p < _po(h-R-1) R-1-1 instável 1, 2 ou 3 
Po(h-R-1 ) < p < h- R -l 
R 1- 1 R - 1-1 instável 1 
h-R-1 h-R-1po 
R-1-l < p < R- 1-1 instável 1 
h-R-1 h- R-1po 
R-1 -1 < R 1-1 < p instável 1, 2 ou 3 
1 u ) Po = 1 I instável ou LAE I O, 1, 2 ou 3 
ID) Po > 1 Ill.a) 1 < h < R-1 instável ou LAE o, 1 ou 2 
m.h) R- 1 <h instável ou LAE O, 1 ou 2 
Tabela 1 
Assim, de uma maneira geral, dependendo do valor de Jlõ1 (pois os pontos de equilíbrio 
não triviais são os valores que satisfazem g(i) = Rõ1), temos: 
Se p0 < 1 (caso I), podemos ter 1, 2 ou até 3 equilíbrios não triviais distintos, dependendo 
dos valores dos outros parâmetros. neste caso sempre existe pelo menos um equilíbrio 
não trivial. Este fato parece ser bastante razoável, uma vez que Po < 1 indica que a 
barreira natural não é suficiente para evitar a propagação da infecção. Além disso, no 
estudo de estabilidade do ponto de equilíbrio trivial, verificamos que quando Po < 1 este 
ponto é sempre instáveL Quando Po é pequeno (po-+ 0), podemos interpretar a situação 
como se tivéssemos um ambiente completamente deteriorado, no sentido de favorecer a 
propagação da doença. 
Se Po = 1 (caso II), então podemos ter desde nenhum até no má.x:imo 3 equibbrios não triviais. 
Neste caso podemos interpretar o ambiente como neutro, pois o parâmetro Po que re-
presenta a proteção devido às barreiras naturais não é suficiente para determinar ou não 
a existência de equilíbrios não triviais. Neste caso, esta existência depende dos demais 
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0.11 
:.: !1 /\ 
0.1).4 \ 
0.021 / \ 
op 0.2 o • o.s o~ 
Figura 24: g(i) nos casos(C), (D.l.l), (D.L2), (D.2.1), (D.2.2). 
Finalmente para os casos (E) e (F) , que correspondem ao caso particular Po = 1 temos as 
seguintes possibilidades: 
Fig1Lra 25: g(í) nos casos(E), (F.l) e (F.2). 
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A partir das informações e possibilidades descritas acima, bem como dos resultados genéri-
cos já vistos anteriormente (valores de ~m g(i), g(R) = O e sinal de g'(i)), representaremos 
t-->0 
graficamente os possíveis comportamentos para a função g(í). 
1 j 
"i~ o~b--~o~.os~--o_ 1--~0.1~s==~o'-.2-==~=~=s--~o.3 
Figura 22: g(i) nos casos (A.2),(B.1.2),(B.2.1). 
Nos casos (B.l.l) e (B.2.2) a função g(i) pode apresentar diferentes comportamentos, de-
pendendo dos valores dos parâmetros, conforme os seguintes gráficos: 
]\ :: !l~ 
2D I 10 
"!L I "' oo o.os 0.1 o.1s o.2 05 0_3 oo 0.1 0.2 o.3 o.• o:S o.e o.1 
Figura 23: g(i) nos casos (A.l), (B.l.l) , (B.2.2). 
Já nos casos (C), (D.l.l), (D.l.2), (D.2.1) e (D.2.2) o comportamento qualitativo da função 
g(i ) é sempre o mesmo, exceto sua inclinação próximo à origem. Temos que ~m g'(i) = O se 
t-->0 
p0 > 2 e lim g' (i) = oo se 1 < Po < 2. Assim temos os seguintes gráficos possíveis: 
t-+0 
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CASO F) Po = 1 e R-1 <h. 
F.l) p > ~-=f=~. Isto implica que~ < i1 =O< im. 
·1 -<1.6 -<1.4 -<1.2 ~:._2 0.4 
L 
Figura 20: n(i) (--)e d(i) (-) no caso(F.l). 
Portanto temos os seguintes resultados: se O< i< im então f(i ) <O e f'(i) <O. 
F.2) p < ~-=f=~. Isto implica que i2 < í1 = O < Ím. 
Figura 21: n(i) (--)e d(i) (-)no caso (F.2). 
Portanto temos os seguintes resultados: se O< i < im então O< f(i) < 1 e !'(i) >O. 
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Portanto temos os seguintes resultados: se O< i< Ím então f( i) <O e f'(i) <O. 
D 2 2) Po(h-R-1) I . 1. . . O . . . P < R 1_1 . .sto 1mp 1ca que t1 < ~2 < < Zm. 
-
-1 
-------
-
-
-
Figura 18: n(í) (--)e d(í) (-)no caso (D.2.2). 
Portanto temos os seguintes resultados: se O < i < im então f( i) < O e f' (i) > O. 
CASO E) Po = 1 e R-1 >h. Observe que neste caso temos sempre p > ~-=-~-=~ e isto implica 
que O< í1 < Ím < i2. 
2 
~-
~ 
-1 -o.5 
l 
1 
-11 ~ 
I "-, 
-2-
Figura 19: n(i) (- -) e d(i) (-) no caso (E). 
E os resultados são: para O< i <i,.,. temos f(i) < O e !'(i) <O. 
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Portanto temos os seguintes resultados: se O <i < i 1 então /(i) < O; se i 1 <i < im então 
O< f(i) < 1. Para O< i< im temos f ' (i ) > O. 
D 1 2) h-R-lpo Is . li . O . . . . P > R r_1 . to rmp ca que 22 < < tm < t1 . 
· 1 
/ 
2 
_Q.5 - - 1 --1.5 
Figura 16: n(í) ( --)e d(i) (-)no caso (D.I.2). 
Portanto temos os seguintes resultados: se O< i< Ím então f ( i) <O e /' (i) > O. 
h- R-1 D.2) p > R-1 _ 1 . 
D 2 1) po(h- R - 1) I . l ' . . 0 . . . p > R-L 1 . sto 1mp 1ca que t2 < ·1-1 < < tm. 
Figura 11: n(i) ( --)e d(i) (-)no caso (D.2.1). 
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que i1 < O < Ím < iz. 
-1 
-1 
-2 
Figura 14: n(i) (--)e d(i) (-)no caso (C). 
E os resultados são: para O < i < im temos / (i) < O e f'(i) <O. 
CASO D) Po > 1 e R-1 < h. 
h R-'1 
D.l) p < R:.Ll· 
--1.5 
Figura 15: n(i) ( --)e d(i) (-)no caso (D.l.l). 
114 
B 2 1) po(h-R-l) Ist . I' . . o . 
· . P > R Ll . · o rmp 1ca que ~1 < 22 < < tmo 
-1 .()08 
/ 
Figura 1~: n(í) ( --) e d(í) (- ) no caso (B.2.1). 
Portanto temos os seguintes resultados: se O< í < im então O <f( i) < 1 e f'(i) <O. 
B 2 2) po(h-R-1) I t . I' o o O o . . P < R 1_1 • s o 1mp 1ca que 22 < ~1 < < tm. 
-1 .()oS -<>. 
Lo.2 
0 .. 2 0.4 
Figura 13: n(i) ( --)e d(i) (-)no caso (B.2.2). 
Portanto temos os seguintes resultados: se O< i< Ím então O< f(i) < 1 e f'(i) >O. 
CASO C) p0 > 1 e R- 1 >h. Observe que neste caso temos sempre p > ~-:.f~~ e isto implica 
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B 11) h.-R-lpo I . li . 0 . . . . P > R-1_1 • sto 1mp ca que l2 < < '1 < 'm. 
........... }/ 
---~t -
-1 ,...? ~5 
-l 
os-- , 1 
/ 
---
-2-
Figura 10: n(i) (--)e d(i) (-)no caso(B.l.l). 
Portanto temos os seguintes resultados: se O < ~ < i 1 então O < /(i) < 1; se i1 < i < Ím 
então /(i) <O. Para O< i< im temos !'(i)< O. 
B.1.2) p < hR~~~r. Isto implica. que i2 < O < im < i1. 
2-
........... 
_, / 
/ 
FlgUra 11: n(i) (--) e d(i) (- ) no caso (B.l.2). 
Portanto temos os seguintes resultados: se O< i< tm então O< / (i) < 1 e /'(i) <O. 
h R- 1 B.2) p < R:.1_1 . 
112 
Portanto temos os seguintes resultados: se O < i < it então O < f(i) < lj se i 1 < i < im 
então f(í ) <O. Para O< i< im temos f'( i) <O. 
.{).2 0.2 0.~ 0.6 0.8 <~-1 
Figura 9: n(i) (--) e d(i) (-) no caso(A.2). 
Portanto temos os seguintes resultados: se O< i< im então O< f(i) < 1 e f'( i) <O. 
CASO B) O < Po < 1 e R-1 < h. 
h R-1 B.l) p > R-=_I_t. 
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_, 
J / y/r:=: ' 
// ] 
(a) (b) 
Figura 7: gráfico de d(i) quando a).R-1 >h e b) R-1 <h. 
O sinal da função f(i) bem como da sua derivada /'(i) depende das posições relativas de it 
e i2 e como o intervalo de interesse é O < i < im = R, essa análise depende dos valores de 
R-1(p + 1)- (p +h)- R-1{1-Po) 
R-1(R-1(p + 1)- (p +h)) 
-h 
R-l(R-1-h) 
(R-1 - h)(l- Po)- R-1 (p + 1) + p +h 
(R- l(p + 1)- (p + h))(R-1 -h) 
e temos as seguintes possibilidades descritas a seguir. Nos gráficos abaixo, a linha cheia (-) 
representa o gráfico de d( í) (denominador de f (i)), enquanto que a linha pontilhada (- - -) 
representa o gráfico de n(i) (numerador de /(i)). 
CASO A) O < Po < 1 e R-1 > h. Observe que neste caso temos sempre p > ~:.-'1~;. 
' 
-1 
Figura 8: n(i) (- -) e d(i) (-)no caso(A.l). 
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as expressões para o numerador e denominador de / (i), respectivamente. Temos que n(i1 ) = O 
e d(i2) =O com 
1-Po 
R-l(p+ lf- (p+ h) 
R-1 - h. 
As possibilidades para os gráficos de n(i) e d(í) são mostrados nas Figuras 4, 5. 6 e 7: 
·2 .z /
4 
or 
......---- · I 
) 
w (~ 
h R- 1 h n-1 Figtt.ra .1: gráfico de n(i) quando O < Po < 1 e a ) p > n:.t_1 , b)p < n:.L1 · 
z! 
I 
------~ •I - - 7-- = o~ ' 2 
-lJ 
I 
(a) (b) 
Ftgura 5: gráfico de n(i) quando Po > 1 e a) p > ~:~=; , b)p < ~:.f=~ . 
4! 4 j / ""' . ' ~ 2· 2: . 
-2 •I o~  I 2 ·2 ·I ~a 
-2 · 
' / 2· i "'-, I I "'- I ... . ... . 
~) (~ 
· h - R - 1 h-R-1 Ftguro. 6: gráfico de n(t) quando Po = 1 e a) p > n-t_1 , b)p < n-t_1 . 
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da doença, quando r rv O, e além disso, neste caso temos 
pois 1 - r - i ~ 1. 
di ~ 
dt 
Devido a este fato, nas simulações numéricas com valores i~ R(; 1 o sistema tende para o 
ponto de equilíbrio trivial. 
6.5 Ponto de Equihôrio Não Trivial 
Novamente, a análise da quantidade de equilibrios não triviais existente para o sistema (6.2) em 
questão será feita considerando-se as condições de equilíbrio, ou seja, substituindo s* = 1-R-1i 
e usando o fato que r = 1-s-i. Assim passamos a trabalhar com uma função de uma variável, 
ou seja 
ifJ(i) = 
e 
Po + pi(R-1 - 1) 
1- (R-1- h)i 
f(i) = 1- </J(i) 1 - Po - [P( R-
1 
- 1) + n-1 - h] i 
1- (R- 1 - h) i 
Temos ainda 
ifJ(O) = 
f'(i) -
1-po 
-p(R- 1 -1) - Po(R- 1 -h) 
[1- (R- 1 - h)i]2 
-Se f'(i) <O e f( i) >O então a função g(í) é decrescente; 
-Se f'(i) <O e f( i) <O ou f'(i) > O então a função g(i) pode ser crescente ou decrescente. 
Neste caso, a análise do comportamento da função f( i) dada por (6.4) será feita através de 
um estudo geométrico a partir das expressões de seu numerador e denominador. 
Sejam 
n(i) = 1-Po- [p(R-1 - 1) + n-1 - h] i e 
d(i) 1- (R-1 - h)i 
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Notemos que 
PQ -1 -(h-1)~ 
e, portanto, a função i l+(h - l )< é crescente quando Po > 1 e i < Íc = ~~11 • Isto implica que 
0(0) ocorre em Íc . 
Se 0 (0) ~ Rõ1 então ~ < O e a doença não se estabelece; o ponto trivial é estável. 
Contudo, se H(O) > R{;1, no intervalo O < i < Íc existe um valor limiar da fração de infectados, 
eo- 1-(h-l) i 
i para o qual ( i) 1+(~>- t > 'i = Rõ1 = 0 *. Neste caso, para valores de i tais que i < i 
pp-1 - ( h.- 1) • 
teremos i 1+ (h l)i < R(;1 e assim quando a condição inicial io satisfaz io < i a doença não se 
~ eo-1-(h-1)i 
estabelece; o ponto trivial é estável. Para valores de i tais que i> i teremos i lHh.- 1h > RQ1 
e assim quando a condição inicial io satisfaz io > i a doença oode se estabelecer. No gráfico 
pp- 1-(h - 1 )t 
abaixo representamos a reta Rfj1 e um esboço da curva i l+(h 15' até i = ic· 
o. e 
o.ai 
0.51-----
oo 0.2 o.. 0.6 o.s 
(I) 
Po - 1 - (h-l)i 
(II) 
F . 3 ·-"-(~)-1 . l+(h - l )i ~gura : t"' • = t para O < B;1 (I ) e i1 > B;1 (II) . 
Até ic a função cresce. Se 0 (0) < R(;1 (caso I) para qualquer valor de i tal que i < í, a 
doença não se estabelece. Se 0(0) > Jlõ1 (caso li) , então existe um valor de i , i, para o qual 
abaixo dele garantimos que a doença não se estabelece. Acima desse valor a doença pode se 
estabelecer. Portanto, se a barreira natural Po é suficientemente grande ê possível erradicar a 
doença no início do processo nos casos: a) Ro é suficientemente pequeno tal que D(O) < R{)\ 
b) a fração inicial de infectados está abaixo do valor limiar i mesmo quando D(O) > R01. 
Vale a pena notar que essa análise tem sentido somente no início do processo de espalhamento 
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e 
pO-l+(p+l)r-(h-l)i l ft = {3 (1 -r_ i)i 1-r+(h-l)i _ Rfjl Í 
po-1-(h-l)i l (1 - i)i l+(h-l)i - Rõl i, 
e para i suficiente;mente pequeno teremos ~ > O, pois o expoente é negativo. No semi plano 
que contém a origem o expoente é negativo e portanto o ponto trivial (0, O) é instável. Se a 
solução em algum instante t encontra-se no semi plano oposto, temos várias possibilidades. Se 
houver um ponto de equilíbrio não trivial P* estável, então a solução pode tender a ele. Se não 
houver tal ponto nesta região, então a solução pode ser atraída para o semi plano que contém 
a origem e neste caso não se estabilizar. 
Portanto no caso O< Po :S 1, o ponto de equilíbrio trivial é sempre instável. 
Caso 2: 
-0.5 1.5 2 
~-2 
-3-
Figura 2: r( i) = (h-l]:t/-po quando Po > L 
Na região A (semi-plano que contém a origem), temos que o expoente-f( i) é positivo e na 
região B (semi-plano que não contém a origem), o expoente é negativo. No início da doença, 
logo após a introdução da infecção na comunidade, a fração de indivíduos imunes pode ser 
desprezada. Em outras palavras, fazendo r!= O em (6.5), obtemos 
n = 0(0) = sup 
O<i<im 
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1, 
po- 1-(h-l)i 
l+(h-l)i 
para um valor fixo r1 da fração dos indivíduos imunes. Assim, podemos escrever 
Se Q(rt) $ Rõ1 teremos~< O e o ponto de equilibrio trivial será estável. Se Q(rt) > RiJ1 
não podemos concluir nada a respeito da estabilidade do ponto trivial. 
Vamos analisar as possíveis regiões de atração do ponto de equilíbrio trivial Po = (1, O) em 
função dos valores de i e r dependendo do sinal do expoente. Como já comentamos acima, 
consideraremos h> a, o que implica considerarmos h > 1. Desta forma, o sinal do expoente 
depende apenas do numerador, Po - 1 + (p + 1 )r - (h - 1 )i. Escrevendo r em função de i, 
obtemos r= (h-~~l-po, e desta forma r depende linearmente de i. Basta portanto verificar o 
sinal do expoente nos semi-planos limitados pela reta. 
Caso 1: 
-1 
-2~ 
Figuro 1: r(i) = (h-lJ~t-po quando O< Po $L 
Na região A (semi-plano que não contém a origem), o expoente-f ( i) é positivo e na região 
B (semi-plano que contém a origem), o expoente é negativo. Numa vizinhança do ponto de 
equilíbrio trivial no início da doença, isto é, fazendo r 1 = O e i suficientemente pequeno, temos 
dr. I'V. O . O 
- = /t - pr = "f't > , para t > dt 
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